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Phuong phap
KHAO SAT HAM SO

(Tai ban lan tha nhat)

NHA XUAT BAN DAl HOC QUOC GIA HA NOI



Phan | |
CAC VAN DE VE KHAO SAT HAM $0
1- HAM BAC BA

[ y;}(i)zax3+bx2+cx+d (a:t())w‘!

I- NHUNG VAN PE CO BAN
1. Mién xacdinh: D=R
2. Pao ham :
y' = 3ax® + 2bx + c, 4" = b* - 3ac
A">0: Ham so c¢o 2 cuc tri co hoanh dé x,, x,
A <0: Ham so don diéu trén R

* y" =6ax + 2b

Po thi ham s6 luén co moét diém uon I co hoanh dé x, = — :?——
a
3. Gioi han :
S (=% (a>0) : +x (a>0)
lim f(x) = , lim f(x) =
X = —~if, + ¢ (a < o) X ~»+% =00 (a < 0)
4. Bang bién thién :
la>0 A >0
X - X Xy +%0

+ 0 ~ 0 +
Cb i 20
Yy B / \ o /""x

a>0 I A <0 ,

X ) + 0
Y +
ittt /‘M—v’/
i ST -




X | —a e o _ ‘ Xy +.
.__.\..:._f__n_,—_- - - ~ i e e e e i e : e -
y' 0 + 0 -
e S s s s s s
1
e e = o ——-:*‘—" e m|

X X 4
' {
Y
““T . —
¥ g Pl e

5. D6 thi : Luon nhdan diém uon I la tam doi xung (h - 1, 2, 3, 4).

O >0 W AN <0
y
[
A >0 :
§
i e ! Y
0! X, 3 Or? X, ~
Hinh 1 Hinh 2
N >0~ AN <0
! y
A<O |
i
l N
ol Xo Vg
Hinh 3 Hinh 4
II- BAI TOAN MINIZ HOA
Pé 1| Khao sat va ve do thi cua ciac ham sé :
1. y=(1-x)}x+2)F 2. y=2x"-3x* + 1

3. y=-x"+3x"-5x+2

e i S e



Giai

yo= (] xix + 20 = ¥ i -
z 1) = R
. In© = By o)
v = -6x-06=0 X = -1
< , 9 0
\ 0 - 0

Sx =+ 4

X=U hotieé X = -2

diém uon I(-1; 2)

v 4

0 . .
sy=0 e x=1hoic x=-2 :
|
)é | 1 5 | S
bo H]a(hn]h 5). s >
y=2x = 3x° + 1
D =R Hinh 5
eV =26x -6x=0 e x=lw Nzl
: (1 1)
ey =19 —-6=0 £ % = i > diemuon I} —, — t
' 2 \2"2)
X E r 0 1 +7
e .
y | - 0 - 0 + yA
T
y | 1 400
cy=0 & (x-1(2%x*-x-1)=0 =
| 1 -1/2]. :
e x=1 hoac@~-2 / 0 i .
2
Dé thi (hinh 6).
. , Hinh 6
y =X+ 3x° - 5x + 2
+D=R
ey =-3x*+6x-5<0, xeD
cy'=-6x+6=0 & x=1 = I(1; 1) la diém udn
y - -2 = \
y | +7 2
\ K]
TR, 1 %
e X = 0 TRy y e 2 —1 -----
Dé thi (hinh 7).
Hinh 7



4

X
):flxlm" 22X+ 3x + 1

Cho ham s¢

1. Khao sat su bien thién va vé do thi (C) cua ham sé.

2. Tunm tat ca cac tam doi xing cua (C),

3. Tim diém trén (C) c6 hé sé goc tiép tuyén tai dé6 nho nhat.

4. Lap phuong trinh tiép tuyén cua (C) song song vdéi duong thang

- y=3x- 1 !
Giai
v
y = fix) = e -2x° +3x+1 (1)
1. D=R
y=x"-4x+3=0 e %= L v g =g
‘ 51, e
y' =2x-4=0 & xX=2 e [ gtiadlemuon
X —-!0 1 Z S 4+
i V4
' + 0 0 +
7 7/3
e L
/'3\ / 513
- = _,1 }[ ;
1 1
X=d = & i | ! -
\ Y Mo 1T 2 3 &
D6 thi (hinh 8).
2. Chuyén truc: x=X+Xx, Hinh o
y=Y +vy,

Ham y thanh :

Y+y, = ;—(X #x,) = 20X 4+ x,)f +# 3X +x,) + 1
3

=5 . Y & %Xg & bx, - 20% % Blx, ~ 4%, + 3K + XB"

I(x,; y,) lam tdm doi ximg < Y la ham le
(x, ~2=0
et o
}—}Ef‘; - 2x, +3x, +1 =y,
{ 3
3 Y, = va Y, = 5 -
3

~-2x% + 8%, +1-y,



3. _Y':x"’~4x+3:4x"-—4x+4)—1:1x»2r‘«13—'1

Vay hé so goéc cua tiep tuven vér do thi nho nhat la -1. Khi do tiép

\

7

- f 5
diem la i 2, — |
{ 3 !

4. Tiép tuyen tar diem co hoanh do x, song song voi dudng thang v = 3x — 1

co phuong trinh la © vy = f'(x)(x = x,) + fix,)
vor fix,) = xf - 4%, +3=3 < x, 20w x, =4

Vay ¢o6 hai tiép tuyén can tim (T)): y = 3x + 1

(Ty): y=3x - 29
R SRR .-_n__.___..’_‘..m_.__ = “ . st
Pé 3] Chohamso: y=fix)= - = +la-1)x"+fla+ 3)x -1

Xac dinh a dé ham sé dong bién trong khoang 0 < x < 3.

Khao sat su bién thién va vé dé thi (C) cua ham s6 khi a = 0.

= e

Chung minh rang do thi (C) nhan diém uén lam tam doi xing.

Giai

e e

3
Yefixi= —% +la-Dx*+(a+3)x~4
1. y = -x"+2a-1)x + (a+3)=gix)
Ham y déng bién trong khoang (0;3) <  g(x)>0 vx e (0;3)
[(-1fg(0) <0 a+3>0 12

<> _ - o a
-1)g(3) < 0 |

IV

-9+7a-320 ol

4q

2. a=0 thi yzwzn_ﬁ+3x—4

D=R
y=-x-2x+3=0 & x=-3 v x=1
y =-2x-2=0 & x=-1 Vay 1{*1, -_%:-3-} la diém uén.
ﬂ_’i,.:n__;?f -3 + K
== 0 + &

+x \.—13 /

Xe=lf =3 y = -4
Do thi (hinh 9).

Hinh b



(x=X-1

3. Chuyén truc - 23
' o |ly=Y
i 3
| . C o XN e g o
Ham y trg thanh : Y - — = - LoX -1t e3X -4
3 3
Xfi
ool ¥ = = +4X + 8 -7
3
. -23 —_—
Y la hamle = f -1, -—-—3—\’ la tam déi xing.
- . g 4x° : )
Dé 4] Chohamso: y=fix)= 5 - 2(1 - sie)x™ - (1 + cos2u)x + 1

vii o la tham so.
1. Tim cac gia tri cua o dé ham so luon luén tang.
2. Véi gia tri nao cua « thi ham sé ¢6 cuce dai, cuc tiéu.

3. Goi x,, x, la hoanh do cac diém cue tri. Tim o sao cho xj + x5 =1

Giai
4x* . o
y=fix)= -~ - 2(1 - sina)x” - (1 + cos2aix + 1

1.y = 4x" - 4(1 - sino)x - 2cos” o = 2[2x* ~ 2(1 ~ sina)x — cos” o]

yluén tang <« y =20 vwvxeR

&= A =(1-sinu)’ + 2cosa <0
[sinu =1 n

- \l

- +k2n, ke Z
lcosa =0 2

2. Ham s6 cuc dai, cuc titu <>y ¢6 hai nghiém phan biét

& A = (1 - sinu)” + 2cosw > 0
& sinawl hay cosa #0
T

“ 5 + k2n (k€ Z).

5. . y' ¢6 hai nghiém phan bieét
3. x{+x53=1 <

(X] it x:g)z = 2)‘1X2 = 1

, n
iu:¢£+k2n u:§+k2n
£ : 2 &5

l(l - Sin(l)Z + COSQ(I =1 ]lSilla o _;_

& uam g +k2n hay «= }:?63 + k2n (k € 2).



Chohamsé: v=flxi=x = 3mx’ + 3tn — ix={m ~ 1}
1.  Khao sat su bien thién va ve do thi (C) cua hium so voil m = 0

2. Tim tat ca cac gia trn cua tham so m de do thi eat Ox tai 3 diém co

hoanh do duong.

Giai
v = sl ex ~gmx” +3m — lix-tm - 1]
I. m=0 tht y=x"-3x+1

=R
V=l =3=0 & Xt

_'\'l‘\
v = Gx =@ ¢ x =0 = [0: D la diém uon
X . . 1 1 + Wk
\ - 0 0 +

| | 1 Oy ] »
flO) = 1 / : _w A
Do thi thinh 10).

2, vy =3x'-6mx +3tm~ -~ )=3x" -2mx +m"- - 1)

Hinhe 10

D6 thi cat Ox tai 3 diém ¢o hoanh do duong

v ¢6 hai nghiém phan biét x,, x,

> fix )1fix,) <0 (I)
Lf(O)‘\O (0()(} <X2)
o . B s .S
Can thém diéu kién cho x;, x, la : : >0 < m>0

Vi ﬁx):g(x—lxx)—2x+ (m~- 1 (m+ 1), nén:

iA=150
() < Jf'(O)« ~(m* - 1) <0
fix,)f(x,) = [-2x; +(m - 1)*(m + DI[-2x, + (m-D%m + 1] <0

f(x 3£, ) =[-2m+ 1)+ (m-1D"m+ DI[-20m - 1) + (m - 1)*(m + 1)

AR

Irm -2 |
1{m+1|(m—w1 = Dl = 10m" =12 <0

‘m? > 1 s -
{I o J3<m<1+42.

e

(m - im® - 3xm? -2m-1)<0

11



2- HAM BAC BON TRUNG PHUONG

y =f(x) =ax® + bx* + ¢ (a;tO)j{

I- NHUNG VAN bf CO BAN
1. Mién xéc dinh: D=R
2. DPgo ham :
* 3 = gax’ + 2bx = 2x(2ax® + b)

x=0
y=0 < s ~b

X~ = e—
2a

ab >0 : Ham sé co I cuc tri x, =0

_ L _ =t
ab <0 : Ham séco 3cuctri x,=0, x;.=# -—;—i
zu
y' = 12ax® + 2b
Iz z hb
¥y =0 <« P o e
6a
ab >0 : Ham sé khéng ¢6 diém uén
ab < 0 : Ham sé cé 2 diém uén
3. Gioi han :
. +x (a > 0)
lim f(x) =
N> ~20 (a < 0)
4. Bang bién thién :
a>0 b <0
X ~3 X; 0 Xy +x
£ - 0 + 0 -

fol e ch ez
) \) CT / \ CT /

a>0 b=>0

-2 0 +.

12



a<ol b>0 |
g s X 0 o +
[ 0 - 0 + 0 -
f | Cb CDh
| / T~ CT — S,
o ]

f‘ I/CD\\_Z

|

5. D6 thi : Luén nhan Oy la truc déi xing (h : 11, 12, 13, 14)

R __
!L ab < 0 ab >0
E YA YA
F ! ‘
a >0 ! :
3 ' > | >
xl () '\"2 N\ ! () X
| Hinh 11 i Hinh 12
L S
YA ! YA
| |
| I '
a<0 X :
! i 5
i X, O X, X O t&
Hinl: 13 Hinh 14
[1- BAI TOAN MINH QA
Dé 6] Khao sat va vé dé thi cua cic ham so -
1. y=fix)=2x*-x' 2. y=fix)=x"-4x* + 1

3. y=fo=x'-x"-2.

Giai

y = —4x' +4x = 0 e x=z0v x=2%1



X Y 1 (i ] 47
Y | + 0 0 4 (i
¥ o L 71
i a e - e A
]_ -
vz O Y= e R :
Do thi (thinh 15). E
i
{2 ; N
y=x —4x" + 1 ' . 2 =
D=R Hiih 15
Yy =4x - 8x =0 5 =l X = kil
G R & -2 0 vZ +7F
y - 0+ 0 - 0 +
NG TN, A
-3 = .
x

x =0 a y= 1
X2l = W=

Do thi (hinh 16).

y=0 < X = % 1

¥y = X'+ x° ~—2 Hinh 16
D=R"
y=4x'+2x=0 = x=0
x‘ v 0 + 7
y -0 o+
y | += § F
\ 2////

Hhowh 17

- D6 thi thinh 17)

| bé 7

!
|
{

L

1.
2.

Chohamso ~yv=z=fixi=x"+2m-2)x"+m -5m+35 (.
Khao sdat vi ve do thi (Cy) cua ham so khim = 1.

Tim m dé (C, ) cat Ox tai 4 diém phan biet

14



)

-y

Dé 8] Chohamso: y=fixy= (1l =mx'-mx" +2m-1  (C,)

Giat
i ¢ i . : - - s .
Ve XN o+20m= 22X+ m -dm+ 5 (C)

=l tht ve¥% = %1 W

1J= R
y =A% o = ) s =
X ' 1 (G 1 + 7
3 ) -+ () (5 +
L o 9 >r [ S = + .
~. A ~. g VoA
g o S
1
Do thi thinh 18y
(C, oy cat Ox tai 4 diém phan biét _
»
: 5 oo : R rd
v = 0 co 4 nghiem phan biet ~1 0O 1 .
> gy =t"+2m~2t + m* - 5m+ 5= 0 Gk 18
¢o hai nghiém duong phan biet  (véi t = x7)
' \ = 1 — 1 > O ‘1 < 111 <« 2
g 5 i Z = . i - o
<> <gl0)=m 5m+5>0 = !Im 5+v5 - 5 5
}U 2-m ; ‘ :
%D
e I<mc

1. Tim m dé ham so 6 dang mot cuc tri.

2. Tun m de ham so dat cuc tiéu tai x = 1.

3. l\hd() sat va ve do th; cu :s imm bO \01 ffm tn m tim duoc o cau 2

¥

Giai
=(l-mx'-mx*+2m-1 (C,)
Ham s6 c6 dung mot cuc tri
ey =2x[201 -m)x" - m) = 0 ¢6 duing mot nghiém
= 2(1 = m)x* — m = 0 vo nghiém hay c6 nghiém x = 0 hay ¢6 nghiém kép
m

1— m)

,. _ E
Im # 1 m =20 j o
|

! -m =0

z’
m=1 hay ha : hay
T ml-m)<0 ¢ il—mat() d

)

< ms=0 hay m=>1L



2.

m<0 hay m > 1 - ham =0 ¢6 dang mot cuc tri tai x = 0 nén khong
thoa bai toan

Xét 0 <m < 1, ta o bang bién thién sau :

X - v X 0 \xu +%
y' : (} + 0 - 0 +
y +T / \ / +7
\$
i m
VGl N, B
2(1 - mi
. - : m 2
Ham s6 dat cuc ticu taix =1 = X = =1 < m= -,
' 2(1 m) 3
3. V6im = 3’ ta cd bang bién thién sau :
X - -1 0 1 +
h 0 + G = 0 +
1
- ’ \ /
™~
0 0

D6 thi thinh 19

” WV

[linh 19

e ey e . o e b

Dé 9] Cho ham s v=fix) = x' - 2m + 1)x* + 2m + 1.

2. Xac dinh cac gig tri cua m sao cho do thi cua ham sé cdt Ox tai 4

| |
1. Khao sdt va vié 0o thi cua ham s6 khi m = -2, 1‘
|
diém c6 hoanlh do tuong ung lap thanh mot cap sé cong. |

16

Giai
v=x'-20m+1x +2m+1
m= -2 ey \':x Dy
Di :;R

;Z 4x’ + 4x = O o ¥ = 1}




X x 0 +x | l
¥4, .0 * a0 T x
Yy ! + A + o
y=0 <« x=+1 3
D6 thi thinh 20).
s . @ . g . . ; 2 Hinh 20
2. Do thi cat Ox tai 4 diem lap thanh cap sé cong o
e t°=2m+ t+2m+1=0 c6 2 nghiém phan biét duong
0<t, <t, thoa man \/t; = \/{E = 2\[51_
“Jty -yt 0 Jtz =t
\__,,/U
Ja'=m? >0 m# 0
m =4
2m+1>0 1
& o = {m > - — &5 4
O <m+ 1 ms=——
9 , 1 .
ty =94 2m+1=9 hoac 2m+1:-§

Pé 10| Cho ham sd : vy =fix) = x" - 4x" - 2x* + 12x - 1.

Khao sdt su bién thién va vé doé thi cua ham sé.
2. Ching minh rang dé thi c6 mét truc déi xing.
Xac dinh giao diém cua dé thi véi Ox.

Giai
y=x'~4x’ - 2x* + 12k - 1
1. D=H
"= 4(x* - 3x* - x+3)
y=(x-1x*-2x-3)=0 <o x=1v x=-1, x=3

X |-x * o 1 3 +x
y' + 0 + 0 - 0 +

3 g ‘ 6 .
s \ <50 / \ =10 / v

Y=l = y =-1
Do thi thinh 21).

17



«t

Hinh 21
(x = X +x,
ly=v
y=Y=(X+x) - 4X+x)" - 2X +x)°+ 12X + x,) - 1

. Chuyén truc

o Y= X'+ (4x, - X'+ 16x7 - 12x, - 2)X* +
4% = 10" ~dx, % THX + 0~ dx - ‘.fo +12x, -1
Pudng thang x = x, la true doi xing <> Y la ham chan
<»  Heé s6 bac lé cua Y bang 0
= =1
Vay d6 thi chi c6 mot truc doi xing x = 1.
. Patx=X+1, y=0
& X+D)'-4X+ D -2X+1F+12X+1)-1=0
e X' -8X+6=0

o  X=+(48+y10

o x=1y481 410



3- HAM NHAT BIEN

[
1

y =f(x) = ax + b (c # 0)

cx - d

I- NHUNG VAN BE CO BAN

y . | d|
1. Mién xac dinh: D = R\Tf_!{:.
L €}

. ) ad - be D
2. Pao ham : [’y = ~ = =,
fex+d)  tex+dji

D>0: fting trén Ya, b) € D
D <0: fgiam trén via, b) ¢ D
D=0: ftx)=const ¥x € D.

3. Gioi han :

i a - ’
lim fix)=— o Tiém can ngang y =

U c

a e

] L

4. Bang bién thién :

D > 0] Péng bicn
¢ | d
| x Sl +%
| c
_.__‘ ,...._t_
,_f_._ﬁj; + +
Fo e s
i / ¢
l a
p— i1
1 ('
{ISM<C_;J _ Nghich bién
X . d
i - — + o
C ‘
A SN -
fole +x
: \ \
a
-— G
c

B

|

|

{
S |

_ : g . . d
lim frx)=» = Tiém cin dung x = -—.
o &

18



5. D6 thi :

. = } L e ‘d \
Dugc goi lla mit-hwperbol cuong gée co tam doi xitng I! -— o ; la giao
L e ¢
cua hai tiém, can,.
v oA ID=>0 VA D<O ya D=0
/f ! |
/ I A i i
e L : _______ b s
e N = | a )I‘ T
i | - i
' - ¥ > : -
I A T
¢ c ¢
Himh 22 Hinh 23 Hinh 24
[- BAI TOAN MINHI HOA
“ v o o X i s 3 - - 1
Dé 11| Khao sat va vie dd thi cic ham s _I
|
X + 4 + -
l. = ,3_ S 2. y - x I 3. = 2 x . !
X+ 2 =1 ) x+1 ’
Giai
4
l. y -~ ._31f~_ -
_ X+ 2
D = R\ (-2}
2
(x +2)% ™
'limzy =~ >  dudng thaing x = -2 |a tiém can ding
Xy
limy =3 =  dlung thang y = 3 la tiém can ngang
X ]
Ay
X - -9 +% i
y + +
—— e d - 3
y /f/‘!yﬂf / 3
q . _ / 2
% )
x=0 = )= B >
P } -2 o e
b6 thi (hinih 25,
Hinh 25
X+1
2. y : I
X ~1
D = R\{1}

20



-2

y = ;
(x - 1)

limy = = =  x=1l]a tiém can dung
X-»1
Imy =1 " 4 y = 1 1a tiém can ngang
o ya

X 5 1 +x

y. ! - - A 1 S—

? l\ i \ \-l\iO 1 31
-1

-0 1
x=0 = y:—l \

Xl = y =1 Hinh 26
D6 thi (hinh 26).
2-X
3 o o
Y X +1
D = R\{-1}
¥y = - ,
(x +1)

limy=x =  x=-1latiém can ding

X< 1

limy=-1 = y = -1 1a tiém can ngang

X -» 5
X - -1 320
: - l -
y ~1 \ +%
—_— \ -1
X=0 = y =2
X =2 Sy Y= 0
Hinh 27
bé thi (hinh 27).
Pé 12| Cho hamso: y = fix) = s :

X -3
1. Khao sat va vé doé thi (H) cua ham sé.
Tim tam doi xung cua (H).

3. Lap phuong trinh tiép tuyén vdi (H) tai giao diém cua (H) vdi tru

L , hoanh.

2!



Giai

Y

S

1. y= 2x -4
X -3
D = R\ {3}
(x - 3)°
lilléy = 0 =ty x = 3 la tiem can dung
X
limy=2 = 'y =21atiém can ngang p
X -3
X -0 3 +
e
¥ - - .
¥ 2 0O
4
x=2 = y=1; x =0 y=
o
- Do thi (hinh 28)
2. Chuyén t x= XX
. uven truc o
¥ i : ¥ = Y+ Yo
22X +x,) - ¥
Hamy < Ham¥Y= -~ 2 ,31 ~ Yo
+ X, - )
o y= 2K mdyX, 3,

I(x,, y,) la tam doi xting cua do thi =

. X +ID - -X+D
&> ' A=2-y, va B=2x, - R, P
D-x, -3
|
lA=8-y,=0
S <
\BD =:0v=((x,, - 342x, -4 - YoXo t 3y,) Yo =
. y=0 & K=l —  dé thi cat Ox tai M(2; 0)

Phuong trinh tiép twyvén: N v = vi2IX

22

k¥, =8

Y la ham le

Y

Hinh 28

> ~-Y(X) = Y(-X) ; ¥X

2) + y(2)

Nt yE-dxed

X =3

P 4

X (tuong duong 2AX? - 2BD = 0; ¥X)



E bé l3l Cho ham 86 @ y=1{x] = mx -1

2x +m
1. Chung minh rang ¥m ham s6 luén luén tang trén moi khoang ma
no xac dinh.

2. Xidc dinh m dé tiem can dung cua do thi qua A(—- 1.\""2).

3. Khao sdt va vé do thi cua ham s6 khim = 2.

Giai
g BE1 gy
2X +m
' ]
D=R\,- ",
| 2
, m> + 2 . .
y = - ey % 0 vxeD = y luon tang trén D.
(2x + m)

Dé tiém can ding cua (H) qua A(— 1, \/2) thi :

i
| =
—

o m= 2

¢

| m’k - I;; J -1=20

2x -1
2x + 2
R\ (-1}
3
- ____.._._.é_. )
2(x +1)

=2 = V=

- | !
I

L vy 96 - - 25 x = -1 la tiém can duing
X1

limy =1 = y=11la tiém can ngang

Xy
X LA -1 +C
\4 + + AV
g _,,,4,,,,’4“%’ s 1
1 . ""”,,—f;7 1
x50 = yE-- e " .
- 2 S 1) 74 X
1 "1/2
X = .j = i (8]
= Hinh 29
Do thi thinh 29).

23



Dé 14| Cho ham so - y = fix) =

3-x

1.

3.

D

T Pxai
Khao sat su bién thién va vé do thi (H) cua ham sé.
Tim nhing diém trén (H) ¢6 toa do la cdc sé nguyén.
. Y oa L am o . d3=x 1
Dung do thi dé giai bat phuong trinh : ~(5x - 1).
2x -1 2
Giai
3-x
1. y= %X (H)
¥ 2x -1
)
= R\ {}—:
2/
-5

y = ————
(2x - 1)

<0;%xeD

_ |
lim y=x == x= 5 la tiem can dung

x—1/2

, 1 |
limy = - 5 = y=- 5 la tiem can ngang

X~
A
i ! o '
X 2 &
T ¢ et s i
1 . !
- S -12 |4 11 3 X
1 s . 1/2 T~
RN ‘ \ -2
N ]
-_.‘x' U
2 «-3\
X&daos y20, X0 = yp==3 ) Hinh 30
bé thi (hinh 30).
2. y::-_l— 4‘1_.“_"5_, " )
2 22x - 1)
. X ez
s vets |
- JIM( X y;e (b - y 5 .
& - e €
A E ] 2 202x-1)
(% e Z

= [quzﬂ o xe [-2;0;1:; 3}
2% <1 =15

P Sy S

| e

Ta co : {Myf_‘.Z; “'1%‘,), ML’(]'\ 2). I\'I-{(OZ “3), M4(3', 0)‘ (H)
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3.,\:y=;145x—1): (H):y.—.S‘x

2 2x -1
3o X = 1 (5x - 1) b x=1 hay x = 1
2x -1 2 2

/ / .
Vay A cat (H) tai A —-1—, —Z! va |1. ~1—]
v 2 4 2

J
Theo do thi ta co :
3 - x_ 1

e & —{BX = 1) &5 ~——1-<x<v1~ hay x> 1.
2x -1 2 2 2

Dé 15| Chohamsé : y = fix) = el (c#0)
cx +d

1. Xadc dinh a, b, ¢, d biét ring doé thi cua ham sé c6 tdm doéi xing

1(2; 2) va di qua diém A(O, —%}

Khao sat va vé dé thi (H) cua ham sé.

3. Tiép tuyén vdi dé thi tai diem M bat ki cat tiém can tai P, Q.
Ching minh rang MP = MQ.

Giai

fo
ex +d

1. D6 thi ham s6 c¢6 tam do61 ximg 1(2; 2) va qua A(O,%J

e @ D
¥ d = -2¢c
A.g = a=2c a(~g)+b¢0
c b e c
b_1 o
d 2
x -2
2. D = R\{2}
-3
'z ————=<0; VvVxeD
. (x - 2)
1in§y =x = x=2latiém can dung
X b
limy =2 = v = 2 la tiém can ngang
X —» o
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a Ay
X | -7 2 + Y
| : |
y 2 \ I \ :
1 o >
x=0 = V= O 1 2 X
2 2
‘= 1 _— Hinh 31
5 =
D6 thi (hinh 31).
Phuong trinh tiép tuven tai diem M ¢d hoanh d¢ x, la :
. -3 2%, =1
Ty: vz (X =Xy )+ —2—=
ix, =4 X0 -2
(T) cat tiém can dung va ngang lan lugt tai
e -2 \
P 4 -32-x.) 2x,-1 2x,+2; Q(xq; 2)
(Yp = il ke
| (x,-2° X, -2 x,-2
2x, +2 . 2%, -1 ; .
yp+ Yg = —— o d =2, "—-2 =2y, (y,la tung d6 cua M)
X, 2 X —

M, P, Q « (T) nén M la trung diem PQ =

MP = MQ.



4- HAM HUU TI BAC 2/1 (Hyperbol xién)

ax? bx - ¢

= X] =
’i ,_ ﬁ) . dx-e |
" y=fx)=Ax+B+ (A, C,d+0)
L dx + e |

- NHUNG VAN PE CO BAN

1. Mién xac dinh

2. Pao ham

ACd < 0 :
ACd > 0 :
3. Gioi han

X —F e

d

lim fix)=x: Tiém cdn ding x = - -

)= R\{{ }L

<
d

Aidx +e) - Cd

/-'(_1'1 = &
(dx +e)

flx)=0 = (dx+e)f= -Cf—

Ham so khéng co cuc tri

Ham so e¢6 hai cuc tri tai x,, x,

€

lim fix) = «

A

lim fix) ~

8 )

(Ax +B) = lim

=0: Tiémcdn xiény=Ax+ B
voo dx + 0

4. Bang bién thién

[a>0] Acd>o |
e : o —E. X -+ X
X ! d A2
I + 0 - - 0 +

P " R,

5



A<O ACd >0
x : X + X
X - X S )
d

A<0| ACd<0

5. Do thi: la mot hyperbol xien i

tam doi xung (h.32, 33, 34, 35.

A(\d < O
y M4 | .
7
| Va
a>0 P :
— ——————
9] P J %

Hinh 32

\
N
NJ
Y
\

|

N

a4

R

b

0O

I
i
|
i
|
i}
I
|
1

'

[linde 3 | Hinh 35
b b e R e e e e e et e e e )



II- BAI TOAN MINIH HOQA

Dé 18] Khao sdt su bién thién va vé doé thi cac ham sé -

7

L y=fixks . 2‘..3/:f(x>_—.1-~xL 2
X+ 1 2 l-x
24 gnd
3. y:x g 4.y::1—~x+~1—».
IO . .4 F— Coad
Giai
)
- 1
Loy= - o yEx-—l4 - io
x +.1 Xx+1
D=R\{-1}
Y x =1
= X +"_): =0 =
(x +1)° X = -2
limy=x =  x = -1la tiém can dung

x =1

Jimly—ix-1l=0 = y=x-1 la tiém can xién
X »/

< |w | ®
+
o
I
!
+

D6 thi thinh 36).

~2 -1

Y

Hinh 36
2. y=1- £ 4 2
2 l1=%X
D =R\ {1}
., =X +Px +3 X= -1
Yoz et =0 o>
2(x - 1)° =3
limy = x o x = 1 la tiém can ngang

X-]



lim v 1- Xh=o : y = - : x + 1 ]a tiém can xién
A ’:L‘ 5 wilhy ' 2
X 4_: 1 1 3 +
}". J.-—. 9] + + 0 -
Y |y ) 3
E t \ A ' | /, 2
S |
l \ £ g /
§ 2
yfy
x=0 = y=3 \/ 5
- 2
x=-1 = Vi e !
z
o LN N
Po thi thinh 37 = R .
< 1
2
X% + oy =2 2
3. y e ,ﬁ:’ o x A e . .
x+1 X +1 Hinh 37

D=R\ {-1}

Iy = = I ¢

X -

lim(y -x)=0 oy

1

X+ 2x 43

= 3 Yxal
(x+1)°

-1 la tiem can ngang

i

x la tiem can xien

X
N Yy
X | -x 1 +

y

: 4 - >t/
g | - = e 1 e
x=0 i y = -2
x=1v x=-2 - v =0
D6 thi (hinh 381, Hinl 38

bé 17

2%° + 6 -mix + 4

Cho ham s¢ = v = fix)

mx « 2
Véi gia tri nao cua m thi do thi ham so di qua diém A(-1; 1).
Khao sat va vé do thi (C ) cua ham so khim = 1.

Chung minh rang (C1ed mat tam dol xing.
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Giai

2x° + (6 ~ m)x + 4

_Y s
mx + 2
— e 2+m-6+4
1. Do thi ham s6 qua At-1: 1) = 1= 27 — e m =1
-m + 2
2x° + 5x + 4 2 ‘_ Ty
2. Mm=1 = ¥=x , =2x+ 1+ -~ (C)
X + 2 X + 2 2
D=R\{-2 -3-4 -4 Al 5
‘ ) | O X
. 2Ax* +4x + 3) | X = =3 :
y = ) - =0 5 i '
(x +2)° | Xz =]
- I
I o
x = -2 la tiem can dung T o
y = 2x + 1 la tiém can xién
Hinh 39
X ; - -3 -2 -1 +%
A S
__‘_J c A 0 e - 0 +
Y 2 = \ +X \ +2
‘ -—I/ ., 1 /

= y=2
D6 thi (hinh 39).

X 5 {x =X+ Xo
3. Chuyeén truc .
“y & + y«?
‘ ) 2
Ham vy o hamY=2X+x)+ 1+ -~y
X 4 Xy + 2
Y=2X+A+ ~~2
X+B
&S 1A =2x,+1-y,
B=2+x,

I(x,; v,) la tam doi ximg cua (C) "< Y la ham chan
e YX)= Y(-X) vX

o 2X+ A+ I -2X + A + - -
X+B ~-X+B

2 2
- 2AB° - X )+4B:0’ oX

B'Z “X2
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A=0 . f(
& Vavy

‘)
giZAB"3 +« 4B =0 ly, = -3.

¢ poans — 1

é 18 ChO héllﬂ ‘-,0 x*:f\ =

x—1 ‘
5 1. Khio sat sw biem thien va ve do thi cua ham s6 véim = 1. 1
2. Tim m dé ham séb : |
a) Ddng buén trong (- r; 11 va trong (1; +x). “
b) Péong bién trong (-x: 1) (1; +x). ' 1
3. Tim m d@é duvmg y = m cat do thi ham sé tai 2 diém phan biét A, B ‘
sao cho OA vuong gioc v OB. , |

Giai
yo X rmx-1
x -1
LA | 1
1. m=1 = Y& me T X 4 D A e
x -1 x-1
D=R\ (1]
x -
y'= 75 =0 & x=0v x=2
(X - 1)
y = x 4+ 2latiém can xién
x. = 1 lla tiem can ding
X - 0 o 1 2 + X
y‘ .+ .._Q_,_),__h:_,‘_u,_ - ‘0 . + .‘
y | . + 7 +7
. / S \ 5 /
Pé thi (hinh 40 ”
VA u
e :
|
t
//l J
: 2 /’/ i :
7’] I I
I
_ --z;/-\1 1) 3
a ol {1 2
{ / k h{ ¥
Hhnh 40
32



X" ~2x-m+1

L]

(x - 1)°

vy dong bién trong (- =:; 1) va (1; +x)

%% - T -mial 20 ¥x A=m<0

'1+m -1=0 tham y khong suy bién) im = 0

b) y dong bién trong (-=; 1) v (1; +=)

J’y dong bién trong tung khoang xac dinh
I limy < lim y

x-<»1 x—1
| 2 2
: X" +mx -1 . X “+mx-1
lim < lim ——— B m <0
X -] N ] x =31 x—-1 St
o0 £ 0

{m <0

khong ton tai m thoa man bai toan

(vig(l)=m<0=khix—>1 gx) =x"+mx-1<0)

d) : y=m,

(d) va (C,,) ¢6 phuong trinh hoanh do giao diém :

2
x-—-1

x2+mx"1:m(x—-1) x2 =1-m
=5
b |

X +mx -1

x#1 (I

= m

(d) va (C,,) cat nhau tai 2 diém A(xu; ya), B(xy; yp) phan biét thoa man

OA | OB

i,

et

(I) ¢6 2 nghiém x,, xy phan biét va thoa man xa.Xp + ya.ys =0

m<1l va m=#=40

2 % ‘~
lfo + Mx, - 1) Xp + mxXp — 1

!:0

X A 'XB o
: | _ ;
L X A 1 /?\ X B 1

(x, va xp langhiém cua x2=1-m

m<1l va m=#=0

<m 1+1~m+m\11~-mw1y1—m-mdl-m—-1
vl-=m -1 -yl-m-1

|1n<1 va m=0

. e Tl
]mz +rm-1=0 2
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1. Khao sait va ve dio the

Pé 19] Cho ham <o vy = fix)=s

cwa haum so khr m

—3"8

2. Tim trén do thy tait ca cac dien ma toa do la cae sO nguyen.

w

? ~_hyperbol.

2xZ +(m+ )x - 3
1. Y=
X - m

m=2thi: vy=

Véi gida tri niao cua m thi

do thi cua ham s6 khéng phai la mot

Gia

i

x = 2 la trem can ding

y = 2x - 1 la tiem can ngang
|
X ;‘ e ':_2 4 f
y | + i +
v s y
7 / d‘u’/_.
| oL o7
|
e X =0 5
e x = -] y = -4
Do thi thinh 41
2. Mix,;y,) e (Cicox.v 7.
(X, € Z ;s
| X, v =1 Ry =
S ‘ ) 1ay
i w2 !
12x, -1~ ° v/ v, ¥, =
i X 2 = L. 1 5]
\ . s
3. Do thi khéng la hvperbol
&= Nghiém tu trang voin nghiom mau tham suy bién)
o 2m 4 m+ Di-m) - 3 =0
. . I g s
e m -m-3=20 ni =
9
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£

dinh.

-

Giat
x* - 2mx + 3m”’
1. v = -
X - 2m
9 . v
X° +2%x + 3 3
X + 2 X + 2
D=K\{-2)
2 pdx+1
; X7 o+ 44X +
y = e M L
(x +2)°
e x=-2latiém can diung
e v =xlatiem can xién
X r S \ 3 -2
v o + 0
¢ | .o /e ,
.\ / P N\ 13 \ + L \\.\
L \5\
A A
Do thi thinh 42).
VA

l‘"T—' l , . . %% ~ 2mix + 3>
Deé 20| ('ho ham so v = fix) = _
l X = 2m

1.  Khao sat su bien thién va ve do thi cua ham so véi m = - 1.

3. Xac dinh m de ham so dong bién tren khoang 1 < x < +7.

]

-2-{3-2| TTO .
/:/ \-7+\1—3

I

i

- -

Hinh 42

-2+ \-“13

Xac dinh m de ham so luon dong bién tren cac khoang ma no xac
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X —4mx+m°
g ye lol ol

(x - 2m)°

y dong bién trén timg khoang xac dinh

{(Zm)2 ~2m2m) + 3m~ = ( tham y khong suy bién)
(A= 4m* - m” <0
m =0
e
lm =0

Vay ham khéng ton tai m théa man bai toan.
3. DPat g(x) = x* - 4mx + m"
f(x) dong bién trén khoang (1, + )

{g(x) c6 2 nghiem x,. x, thoa man

&5
Xl < X2 < 1
{g(l) >0 m? 4m+1-0
&S s
12m <1 i2m < 1
m<2-v3 v m>2+.3
Pt 1 e M 2 =43,
m< =
{ 2
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5- VI TRi TUGNG POI GITA HAI PO THI

I. NHUNG VAN DE CO BAN

. y4 (C,)

Cho hat do thi (C,) : y = flx)

(Cy) : y = g(x) i

i
1. Sé giao diém cua (Cy) va (Cy chinh : (€,)

la so nghiém cua phuong trinh hoanh |
do giao diem cua (Cy) va (Cy) : O X %

fix) = g(x) (1) Hinh 4.

2. Cac truong hop :

(1) vé nghiém < (C;)va (Cy) khong c6 nghiém chung
(1) c6 n nghiém ¢ (Cyva (Cy c6 ndiém chung
(1) co nghiém don x, < (C;) cat (Cy) tai M (x,, v,)

(1) ¢co nghiém kép x, < (C;) tiép xuc (Cy) tat M (x,, y,)
3. Diéu kién tiép xuc :
Cach 1 :
(C,) tiép xic vai (Cy) < phuong trinh fix) = g(x)
co nghiem kép

Cach 2 :

Hinh 44

(C,) tiép xuc vat (Cy) <> hé phuong trinh cé nghiém

{f(x)= glx)
fiix)=g'(x)

II- BAI TOAN MINH HQA

Pé 21| Cho ham s6 : y = fix) = x* — 4x* + 4x.

1. Khao sat su bién thién va vé do thi (C) cia ham sé.

2. Tiép tuyén cua (C) tai goc toa do lai cdt (C) tai diém A. Tinh toa do
cua A.

3. Bién luan theo k vi tri tuong déi cua (C) véi duoing thing y = kx.

Giai i
y=x'-4x’ +4dx = flx) (C)
1. D=R

'=3x"=8x+4=0 s X=2 v xz%
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X | ® - 2 .
|

Y i -+ { ()

AP

v | 32

o | ' AN o+
{ - ! "

/ N

— {

vyl = X={ " x=9

Hinh 45

b6 thi (hinh 451
Tiép tuyén tai O co phuong trinh v = {(0ix o= y = 4x (A)
Phuong trinh hoanh do grao diem cua (Vi va (O
x' = 4x" # fx=dx = w=0 hay x=z4; fi4)=16
Vay (A) cdt (Crrai Aid; 16)
(d) :y = kx la duong thang qua O ¢6 hé so goc k
Phuong trinh hoanh do giao diem cua (v va «C)
xX* -4 +4x=kx o xX -4x+4-kx=0
x=0 v x"+dx+4~-k=0
(d) tiép xuc vai ((7)
o X°=4x +4 - k = 0conghiem x = 0 hayv ¢ nghiém kép
< k=4 hay k=0
. k=4vk=0" tdtiep xie (C) tai O vacar (C) tai mot diém.
jt'k >0
‘[(k z4 (d)cat ' Cirar 3diem

o k<O (dicat t€)tar 1 diém la O

IDé 22] Choham «6 = v =f{ix)= (4 - xux - 1V,

. Khdéo sdt sy bien thién va ve do thi () ciaa ham so.

1
2. Goi I la giac didm cua (C)vdi Oy, d 1o duong thiang qua I ¢6 hé so

gécm. BDinh m de d cat (C) tai 3 diém phan biét.

Giai
y=(4-x)x~ 1V = X'+ Bx - 9x +4 ()

B=R

I 3 < . -y
yE-3x"+12x-9=0 © x=1yv x=3
y =3(-2x + 4! = 0 & XE=

Vay S(2; 2) la diem uon.

w W



A ] s ey
y 0 o+ 0 - 7 1
y s > i Ssi i
\‘“\ " /,—// \\ ) 4 %
i
X == L ¥ =4 : 5
X = | y =1 O 1 2 3 4 X
Po tht thinh 46) Hinh 46

2. Giao diem (C)va Oy la ItO; 4
Puong thang qua I hé so goe m ¢6 phuong trinh (d) - y = mx + 4
(drcat () tai 3 diem phan biét

Phuong trinh hoanh d¢ giao diém cua (d) va (C) :

X'~ 6x +(9+mix =0 cé3nghiém phan biét

X"~ Bx+ 9+ m=0 co?2 nghiém phan biét khac khong
m = -9 fm = -9
Ne=D-(0+m)s0 l I =4

[ m = -9

1

13
v

'm < 0

Pé 23| Chohamso: y=fix)= x"+2mx*-2m + 1 (C,).

1. Bien luan theo m s6 cuc tri cua ham sé f.
2. Khao sat va vé d6 thi cua ham sé vt m = 5.

‘ +
3. Xidce dinh m sao cho (C,) tuong ung cat truc hoanh tar 4 1iem lip

thanh cap so cong. Xdc dinh cdc cdp sé nay.

Gial

y= -x'+2mx*=2m+ 1  (C,)

——

1. v = -4x' + 4mx = 4x(-x* + m)

: |
I
ms<0 = y ¢6 1 cuc tn i :
I
ms>90 = yco 3 cuctri : ; >
2. M=o = y=-x +10x" -9 3
D=R o
. o Hinh 47
V' 2@l +5)=0 & xc0vx=yb
| -
X | - - 0 + v"5 +2
v + 0 - 0 + 0 -

SERRUSS U C———

7

y ‘ y /_—16\ ) '//7 16 S

00

Do thi thinh 47).
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3. (C,) cdt Ox tai 4 diem lap thanh cap so6 cong

&

o gt)=~t>+2mt - 2m+ 1 =0 co 2 nghieni phan biét duong

0<t <t, thoaman gty =t 2 QV't;
—yta R4 U vl vz
4 e +
A=(m-1)7? >0 f“‘“l
= g(0)=1—2m<0 {ome «i;n>_
, 2
2m >0 f 5
" m=5 hay m=—
9
2m-1=9 hay 1=92m- 1)
e m=5+-3;-1;1;3
e m=1+-1; ——1;; 1 1.
3 3
Dé 24] Cho ham sé : y = fix) = i L (m # 0).

X-I

1. Ching minh riang khi m thay doi thi (H,) cia ham sé luén ti€p xic
v6i nhau tai mot diém cé dinh.

2. Khao sat va vé do thi (C) cua ham s6 dng véi m = 2.

3. Chdng minh ring vb dutng thang Ay = x + b ludn cdt (C) tai hai
diém thudc hai nhdanh phan biét.

Giat

oy 91~1)x+rp_
X —m

(Hm) (m = 0)

- (x = m)*
M(x,; ¥,) 1a diém ¢ dinh cua dé thi
o (m-1x, +m

< Yo = vm
Xe =M

&> X+ 1+y)m-(x,+Xxy,)=0 ¥m

{x0+1+y“ =0 [x, =0 {x0=0
e ' =

= |
X,(1+y,)=0 +y, =0 Yo =1

y'(0) = -1 = cdc dé thi (H,,) ludn tiép xdic tai (0; -1).
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2
2. m=2 — Y= st IED
' X -2
vV = ! = & vx & 1)
iy —~ 2
X -0 A +
72 I
— _
y 2\ |+

x =0 = ¥z -l
xg2-2 = y=z0
b6 thi (hinh 48).
3. Aty=x+Db

o gx)=x"+(b-3)x-2b-2=0
g(2)=-4 <0

i

/
o
]
w W

Hinh 48

N\

Phuong trinh hoanh dd giao diem cia A va (H): x + b = ing
x s

(1)

= (1) ludn c6 2 nghiém phan biét x, < 2 < x, = diéu can chimg minh.

5 _
X° -3x+3

Cho ham so :

_V:

1-x

1. Khado sat su bién thién va vé do thi (C) cua ham sé.

2. Tim trén (C) diém cach déu cde truc toa do.

3. Bién lugn theo m vi tri tuong doi cua (C) va duong thang d: y = 3x + m.

4. Khi d tiép xiic véi (C) hay xdc dinh cdc tiép diem.

Giai
2 —_— -
1. ¥ = Mt =-X+2+ . (C)
‘ 1-x - "X
D =R\ (1}
w2
JEXAH o gty gl
(1-x)° :
X —a0 0 1 2 +0
y = + + 0 =
y |+ +% 1
\ ; / “ . / \ Y
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Do thi (hinh 49

M(x; y) € (C) ciach deu Ox va Ov

? ; iz
X° -3x + 3

\':':\ I
l-x
(x =1
& ,
12Xx° ~ 4x +

d:y=3x+m

Phuong trinh hoanh do giao diem cua d va (C) -

Jx:,tl
<> 4

A=m’+4m - 12

em=-6vim=2
e B<cm<?2

em>2 vmc«< -

d tiep xic (C) <

m= -6

m= 2

hayv
1 -x
x =1
hay _
. £

) - .
{4x" #{m - 00X ~3d-1m =0

\ < ()

A > 0O o

m=-~6 hay m

R . i £ N v ;
nép diém co hranh d6 x = 5 la nghiém cua (1)

MFS 3
\2 2/

tiep diem 1a 1T

X
3
- X = =
2
3SX+m= —

X+ m-6X+3-—m=0

1/ co nghiem kép
d tiep xuc (C)

‘11 vd nghiem

d va () khong ¢6 diém chung

‘1) ¢6 hai nghiém phan biét

x?-3x+3

(1)

{ cat (C) tai hai diém phan biét.

Z

o

o | =

la nghiém cua (1).



6- TIEP TUYEN CUA PO THI

I- NHOUNG VAN bE CO BAN

1.

2

Phuong trinh tiéep tuyén voi do thi :
(C'y s yvo= flxg tai diem M ix; v la

Vov =y, =fix Jx ~x,) 1.

Dé lap phuong trinh tiép tuvén A voi (C)
khi bi??'t hé s6 goc K (h.50) Hinh 50

Cach 1 :

Tin ticp diem M ix,; v,

Bang phuong trini f'ix) = K rot dang céng thue (1) -
Cach 2 : L VA
/
" P / d

Acodang vy = Kx + m. -

dang y = Kx 1 d_— - o
Tim m: bang dieu kién nghiécm kép cua P M

L

phuaong trinh : fix) = Ky + m
Chuvy: Alld e Ky = K,
dA1ld = K. K;= -l

Hinli 51

Dé lap phuong trinh tiép tuyén Avoi (C) biét Adi qua A(x; y4)
Cach 1:
Goi K la hé so goc cua A

Phuong trinh Ay = gix) = Kix ~x4) + ya

Tim K bang diéu kién nghiém kép cua
phuong trinh flx) = gix)

Cach 2 : Hinh 52
Goi M, (x,; y,) la ticp diém

Al vy

Phuong trinh A y -y, =f"(x)(x —x)
Tim x, bdng dicu kién Adi qua Alxa; va)
Ya = Yo = X )x5 ~ X,

Pé lap phuong trinh tiép tuyén A tiép xuc voi (C) tai 2 diém
PatA:y=ax+b

Phuong trinh hoanh do giao diém

cua (C)va 1. fix)=ax+ b (1)

Tu dieu kién (1) phdi c6 2 nghiém M, M,

kep x,, x. ta tim duoce a, b. .
CP X Xy , : ' Hinl 53

43



- TOAN MINH HQA

Dé 26| Chohamsé : v =x - 3x + 2
1. Khao sat su bien thién va vé do thi (C) cua ham so.
2. Viét phuong trinh tiép tuvén tai diem uén cua (C). Khao sat vi tri
tuong déi cua (C) vai tiép tuvén nay.
3. Lap phuong trinh tiép tuyén cua (C) di qua diem A(0; 3).
Giai
y=x'-3x*+2=fix) (C)
1. D=R
y=3x-6x=0 x=0 . x=2
y'=6x-6=0 < x=1 = It1; 0)la diém udn
X | = 0 2 +7 Ay
y' + 0 = 0 - -
y /7 2 \ + ‘/
=00 -2 / 1 2 N

44

y=90 < x=1v x:li\/ﬂ"j
Dé thi (hinh 54). -9
1(1; 0) 1a diém uon

po - -

Hinh 54

Phuong trinh tiép tuyen tai [ (T)

y=f(1)(x-1)=-3x+ 3

Phuong trinh hoanh do giao diem (T) va (C) :

x?-3x?+2=-3x+3 @ x=-17'=0

Vay (T) tiép xic (C) tai I(1; 0) va la diem chung duy nhat.
M(x,; y.) € (C)
Phuong trinh tiép tuyén tai M

<=

Aty = (3X] - 6x,)(x - X )+ X - 3x] +2

O

At y= (3x% -6x_ )x+3x% +2-2x

AquaA(0;3) o 3=3x2+2-2¢) o (x,-1D@x2-x,-1) =0

(4] 5]

o

Cé6 hai tiép tuyén vai (C) qua A(0; 3)la: A, :y=-3x + 3;

15
Ay:y= —x+ 3.
Y 4



Deé 27! Cho ham sé : y =fix) = jxl .

X,,

1. Khao sat su bién thién va vé do thi (C) cua ham so.

2. Lap phuong trinh tiép tuyén vdi (C) song song vdi duong phan giac
thu hai cua mat phang toa do.

3. Ching minh rang duong thang A\ : y = x + m luén cat (C) tai 2 diém

thude 2 nhanh phan biét.

Giai
3= X
1. y= S (C)
d 2x -1
1\
L&)
-5
T e ') WX € D
¥ (2x - 1)*
1 \ 1 .. ey " 5 5
% 5 va y=- = la hai tiéem can dung va ngang
yﬁﬁ - B O
)r E é +7 _1/2
\ | \ 1 ‘
—r = 5 | -3 \ Hinh 55

b6 thi thinh 55).
2. Phuong trinh phan giac tha hai (d) @ y = -x.

Tiép tuyén tai diém c6 hoanh do x, song song vdi (d)

5 1+ V5 1- \/%
A SR -1 Rt X T —/— V X4 = =
(2x, - 1)° 2 2

Hai tiép tuyén la :

ey B 2T NE
e ) ; .
(le a y = =X~ 1m_t VL) j_,u s i Z AR R \5
2 ) J5
=y B 1- _‘5
s( 1-v5 } ‘ | 2 .
(Tod oy s ~| Xmre |+ e 5 K
< 2 ) = iy

45



3. A vy =x+11n

Phuong trinh hoanh do giao d

3 - x
X+m= -
2x -1
11 A'; 1
| = (=g & ) s (1
82/ 2
= Y
Pé 28| Chohamso = v = fix) =

1. Chom =

1. Khao sat su bie

2. Lap phuong trinh tiep tuve:
rang cac tiép tuyén do vuor

3. Xdc dinh cac gia tri cua m
tuven vuéng goc var nhau de

1em N\ va

1
%8
2
glagi= 9K = R = - 3% (1
1 co 2 nghirem phan biet x; < < X

luun mt (') tai 2 diém trén hai nhanh.
X mx + 1

n thien va ve do thi (C) cua ham so.

Vvol (C) di qua diem M(2; -1). Ching mmh
1g goc vot nhau.

sao cho 1y Mi2; -1 co thé ke duge 2 tiép

en do thy

Giai
X7 - mx 4+ m .
& y = i)
2
%5 w4 : .
m=1 = y = fixy o
X
D=R\ {0
_ ' =T X |
¥ = 3 v
3T
x = 0 la tiem can dun
1 : .
y=x=1% = ¥y =X~ 1 la titm can x1én
X

X | -x 1 0 L b
y‘ e () :1 L) -+
B . 'fr G 2

! ) ‘;[-rf oy b L

|y - -

| " 3 ! Hinh 56

Do thi (hinh 56).

2. Tiép tuyen vai (C) taa Mix,;

Vvoy o= filxoix - x)+ fix))

46

y.) co phuodng trinh



O
o
[a—
—

\qua A(2; -1 << -1=1- -5+ = s w —e- 1 =10
X2  x x’ X,
> %5 =1l (1)

('6 hai tiép tuyén qua A2: 11 voi hé so goe flix, fixo (x,, x, la hai
nghiém cua (1)) va

(T]) z y fuct A2 v R 2 ) \5

(Ty): y = - \“5+1 X+ 24 \B,
2
3. Phuong trinh hoanh d¢ giao diem cuad : y = kx - 2k — 1 (d qua M(2; -1))
va (("m) lé .

lx - k1< X omx+m
' X
[x 0
&b q " i
k=" +4m -2k - 1x' -~ m=0 (2)

Atiep xuc (Cp) <> (2) ¢6 nghiem kép khac khong

J}-\ - 4k? +4k +d-m)? -4m = 0 (3

sy |
lm 20 va k=1

m thoa man bai tean <> (3) c6 hai nghiém phan biét k,, k, thoa man

"kl 21 va ky#1, A=4+16m-(1-m? >0

kK, = 51:-"‘;;“: hm o

m =0

o> m=1 vm=5.

. 1 ; B
Pé 29| Chohamso: y=fix)= | x! - 3x° + -

1. Khao sat su bién thién va vé do thi (C) cua ham so.

2. Lap phuong trinh tiép tuyén vdi (C) tai diem uén.

, . . , o F. &)
3. Lap phuong trinh cdc tiép tuyén véi (C) di qua diéem Ai\O, -z—j] .




1.

Giaut

y=flx) = “;"X“l - 3x? 4 ;

D=R

y =2x' -~ 6x=0 . wee e
¢ =Bl el ex ek

Ii(1; -1); Iu-1; -1 la dieéem uom

X | -x **\f'l?); 0 V3 +90
y' - 0 + 0 0 + VA
Yy

Db thi (hinh 57).

- -

Phuong trinh tiép tuveén tar 1,01 1)
(d): y=filux -1 +fillh)=-4x-1)-1
(dy): y=-4x + 3

Ty P
+ N .f\ +3C '
\ AN / (3] -1 r i L0 L ERN

s

Hinh 57

Do tinh d6i xding tham € chan), phuong trinh tiép tuyén tai I,(-1; 1) :

(dy): y=4x+ 3.
M, (x,, y,) € (C)
Phuong trinh tiép tuyén tai M,

(A) 1y =f'(XNx - X, + fx) = (zxjj : ('ix”}x +(u 3 xg +3%x2% + g}

i
/

(A) qua A(O, —2—) =

Khao sat va vé do thi (C) cua ham so.

3 : 7,

-5|1y=§; \1v::--‘2¢‘2x+2; _;&;;:y=2J§x+}é.
. -
Dé 30} Cho ham s6 : vy = fix)=x'-2x" - 2x"+ —.

2. Lap phuong trinh cua tiep tuyen \ vl (C) biét rang A tiép xic vdi

(C) tai 2 diem pham biét.
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. 4 s 5
y = fixi = x* - 2x" ~ 2x* + ) (C)

1. D=R

yzdx —6x"=4x=0 o x=0 hay x=2 hay

1
-% - 0 2 +@0
X 9
y - 0 5 0 = 0 +

Pé thi (hinh 58).
2. A: y=ax+b

Phuong trinh hoanh do giao diém (C) va A :

wt e Id o O e gt . ~-b=0

(A) tiép xuc (C) tai hai diéem phan biét

& (Desdang: (x-x)(x-x,)°=0

5
+ L - + L
\ 4
| 17 27 /
| 16 4

X==

(1)

]

R [

WV

Hinh 58

4 3 ) ) ‘ B ‘ ¥
e X' = 2% + X)X +(x1 + X5 +4x1x2}x2— 2% X5(X) + Xo)X + XiX52 =0 (2)

Dong nhat (1) va (2) bang hé :

X} + X3 +4x,%xy = -2
ja = 2X1X5(X; + Xg) =
| 2

5 .

= = b R Xy

4

_ 1+ \/7
A
2
e 4 hay
1-V7

x2 —_— AR

‘ 2

X1+‘{231
XX, = 3
122 = " 5

2

3] 2.2
b=--xix
4 1 X2
_A-4T
) =
1+ V7
Ko = St
- 2

L
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7- BIEN LUAN SO NGHIEM CUA
PHUONG TRINH BANG PO THI

I- NHUNG VAN BE CO BAN
1. Dé bién luén sé nghiém cua phuong trinh P(x) = Q(x) (1) bdng dé
thi (C) :y = flx), ta thuc hién cac viéc :
~ Bién déi (1) <  flx) = gix;: m.

~ 86 nghié¢m cua phuong trinh (1) chinh la sé giao diém cua dé thi ciia
(C)l:y=flx)va A:y = glx; m)

2. Cac dang chuyén dong ciia g(x; m) theo tham sé m
gl m)= m s Avuong goc vot Oy tai M(O; m)
gx;m) = Kx + m © Acung phuong voi y = Kx va edt Oy tai M(0; m)

g(x; m) = m(x — x,) +y,  Aquay quanh M.(x,; y,) va c6 hé s6 géc m.

ya / y A /[h yaA A
A Lt

m//\/ %%J ) N

770 0 = olf X

W
=W

Hinh 59 ol 60 Hinh 61

II- BAI TOAN MINH HOA

Pé 31| Cho ham s6 © v = fix) = 4x - 3x

1. Khado sat su bien thien va ve do thi (C) cua ham sé.
2. Bién luan theo m sé nghiém cia phuong trinh : 4x* - 3x-m = 0.
3. Cho dudng thang (d) y = kix - 1)1

Tim k dé (d) tiép xuic vdi (C).

S U S e s i e i

Giai
y = fix) = 4x* - 3x (O
1. D=R
y'=12x2—3=G e K:i; '@.
2

y' =24x=0 g )
= 0(0; 0) la di&m uon.,

Hinh 62
50



+

[en TR I SR ==

y' + +

yi_x/ \ml/”

O DD

Do thi (hinh 62).
2. 4x' -~ 3x-m=20 <  4x'-3x=m (1)

S6 nghié¢m phuong trinh la s8 giao diém cua (C) va dudng thang (A) 1y = m

m>1hay m<-1: (A)cdt(C)taildiém = (1) c6 1 nghiém

m=1hay m=-1:

= (1) ¢6 1 nghiém don va 1 nghiém kép.
-l<m<1: (A)cdt(C)tai 3 diém = (1) c6 3 nghiém.

3. d):y=kix-1)-1 = (d) luén qua A(1; -1)
Phuong trinh tiép tuyén (T) tai M(x,; y,) la :
(T) 'y = £(x,)(x - x,) + fix,) = (12x2 - 3} - 8

(T) qua A(1; -1) &  -1=12x*-3-8x]

o 4x}-6x2+1=0
= (xu - %)(4:& ~4x,-2)=0

1443

&5 X, = 4 hay x,= ——
2 2

' /o)
J=0, f LAk = 3(4 + 2V3) - 3 = 3(3 + 2V/3)

f| =" =34 -2V3)-3=33-2V3)

vay k=0 hay k=3V3(V3+2 hay k=3J3(J3-2)

(A) cat (C) tai 1 diém va tiép xic (C) tai 1 diém

Dé 32

2
Ofp hiva g8 : yo St td
X+ 2

Khao sat va vé dé thi (C) cia ham sé.
Bién luan theo m s6 nghiém cua phuong trinh :
x*+B3-mx+3-2m=0

Tuy theo m, so sanh cdac nghiém caa (1) véi cdc s6 -3 va -1.

(1)

51
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Gial

Vo= X +3)—‘-—+~3 a5y v=x+4 1+ 1---- (C)
X+ 2 X + 2

D =R\ {-2]

¥ = ﬁ’ff:ff,_x_“‘“zfj =) - & x= =3 hay x=-1
(x+2)

x = -2 la tiém can dung

y = X + 1 la tiém can xién

X -0 -3 -2 -1 +7
i e MR
i 3
y + 0 | 0 +
)T — e
)
y j[ L
|
/ \ \\ \ 1 /
‘)
D6 thi (hinh 63).
X
fuih 63
X +@B3-mx+3-2m=0
; X;’ + 3X + 3
S X +3x+3=mx+ 2) G —meem = M (x # -2)
X+ 2
S6 nghiém cda (2) la s6 giao diein cua (Crva(d) :y =m
e m>1 hay m< & (1) ¢6 har nghiem.
e m=1hay m=-3  (1)comot nghiém kép.
e -3<mc<] (11 vy nghiém.
e -3<mc<l: (1)vonghién
e m=1 © 1 ed mghiéne x = -1
e m=-3 > (l)ed mghien x = -3
e m>1 - (1) 6 2mghiém : 2<%, <-1<xy
e m< -3 © (1reo 2mghiem : x; < -3 <xy < -2 < -1,

(1)

(2)



.-""}—_’ : : S X
D(‘ 33 { ]IH ham <o o LT

Khio sit <u bien thien va ve do thi «C) cua ham sé6.

i

Bien Juan theo k s6 nghiém cua phuong trinh -
2x" — 2kx - 2x + k +3 =0,

3.  Lap phuong trinh tiép tuyén vai (C) song song véi dudng phan gidc |
thu hai.

Giai
d-x
1 = iiE o (C)
Y 2% ~ 1
D=E% ;)
v = - 0 7% € D
2% = 1J°
1.
X= la tiém can dung
R § la tiem can ngang
- yA
| 1
X 2 9 +X
T I T O] 172 3 x
5
2
\ f \ 1
. o
2
Hinh 64
x=3 <> y=0 x=0 y=-3 “
Do thi thinh 64).
)k 3-x
2. 2x"-2kx-2x+k+3=0 o k-x= ——r0 (1)
2x -1
Hai ti¢p tuyéen song song véi(d) 1y = -xla: d,:y=-x+ J5
d;:y=-x- NG
e V5 <k< 5 Ay =-x + k khong cé diém chung véi (C)

<> (1) vé nghiém
e k=5 hay k= 5 :Atiép xic (C) tai 1 diém <> (1) ¢6 1 nghiém kép
e k> 5 hay k< -5 : Acat (C)tai 2 didém phan biét

<> (1) ¢6 hai nghiém phan biét.
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Pé 34| Cho hamsd : y =fix) = x - 3x

Khao sat su bién thién va vé do thi (C) cua ham sé.

2. Tim tat ca cdc diém trén Ox sao cho tu dé 26 thé ké ba tiép tuyén
khac nhau dén (C).

3. Bién luan theo m sé nghiém cua phuong trinh :

¥} —xm+3)+m-2=0.

Giai .

y = flx) = x* - 3x (C)

1. «eD=R
0y =3x*-3=20 o x=ztl
ey'=6x=0 e x=0 < D0;0) ladiém uén
X | > -1 1 %0 A
R _ —|o
y' + 0 = 0 + :
S 2 +7 :
N 2 P 3] | U REIN
- " T o) | >
1
i
b6 thi (hinh 65). !
2. M(a; 0) e Ox -
Phuong trinh tiép tuyén vai (C) tai diem c6 hoanh dd x, Hinh 65
(T): y=f(xNx-x,)+flx)= (Sxﬁ - 3},( - ng
(T) qua M(a; 0) <>  2x} -3ax’+3a=0 1)

54

BO DPE : Ta ching minh sé tiép tuyén vai (C) bang sé tiép diém (nghia
la khong tén tai dudng thang tiép xuc (C) tai hai diém phan biét).

That vay : Gia su Ay = kx + b tiep xtic (C) tai M(x,; y,)

< Phuong trinh hoanh d6 giao diém c6 dang @ (x - x-l,)z (x-x,)=0
e X, =x, < Atiep(C)taildiem.

o X; #X, < Atiépxuc (C)tai 1 diém va cit (C) tai 1 diem.

Vay bo de ching minh xong.

Pat g(x) = 2x3 - 3ax? + 3a.

Tu M ké dudce 3 tiép tuyén vl (C) <> (1) c6 3 nghiém phan biét.

{ . o . 5 o - i

lg'= 6X° - 6ax. ¢o hai nghiém phan biét x,, x. : .

-::>g 0 o xqgl_lp n biet x, 2<:>a<—\/§haya>\/f3.
g(x,).g8(x,)=3a(3a-a") <0




3. x'-m+3x+m- 2=0 {1y &5 X' - 3x=mx~- 1)+ 2
(d):y=mix- 11+ 2 ludon qua All; 2)
Tiép tuvéen voi (O tai diém ¢6 hoanh do x, la (T) .y = (_3)(3 - 3})( - 2x§
(T) qua A(1; 2) e 2= 3)(5 =3 Zx‘f
(x, + 112x* - 5x,+5) =0 o X, = ~1
f'i-11=0
e m =0 (d)tiép xuc (C) tai 1 diem va cat (C) tai 1 diém < (1) ¢6 2 nghiém.
e m < 0 (dcat (C)tai 3 diem phan biét <> (1) c6 3 nghiém.

e m>0:(d)cat (C tail diém <> (1) ¢6 1 nghiém.

Pé 35| Cho ham sé - v=(x+ 1) (x-1).

1. Khao sat su bien thién va ve do thi (C) cua ham sé.
2. Bién luan theo m 56 nghiém cua phuong trinh © (x* - 1)* - 2m + 1 = 0.

3. Timb deé (C) tiép xic vdi (P) 1y = 2%x° + b.

Giai

(x> -1 (C)

y = (X + 1) (x~ 1) G v
1. D = R

y = 4x(x* - 1) =0 &> X

1l
i
e
<
P
I
(s

y" =43x - 1)=0 o ¥ = 4.

H

V3 4 [ V3 .
e (3L Al lC,- 1a diém udn
(39

X | =% 1 0 1 +0

e B e e e e e e i e
y' 0 + U 0 #
Y | + 1\ +90

h {)//7 \0/

Do thi thinh 66).
2. (x =17 -2m+1=0

!

I

I
e
r

3

o

&5 (%"~ 11 =2m—1

Sé nghiém cua phuong trinh (1) la
so gioodiemcua (Crva (N :y =2m - | Hinh 66

e 2m -~ 1>1 <> m>1:c¢o2giaodiém <> (1) c6 2 nghiém.

e 2m-1=1 ¢» m=1:co61tiépdiém va 2 gian diém = (1) ¢6 3 nghiém.

w



C<c2m-1<1 &«

5 s L cd 4 giao diém = (1) cé 4 nghiém.
e 2m-1=0 < m= 5 ¢ c6 ha: teep diem = (1) ¢6 2 nghiém.
1 h : . . =
e Z2Zm-1<0 < mc 5 S (A) klvong cat (C) «» (1) vo nghiém.
3. (P):y=2x"+b
Phuong trinh hoanh do giao dicm cua (P)va (C) :
G -1F=2%+b o - 4% + 1 ~b=0 (2)
(P) tiép xuc (C) < (2) co nghiém kép.
< gty =t -4t +1-b=0cé nghiém kép du‘dng
hay co nghiémlat=20
[A=4+b-1=b+3=0
f < b=-3 hay b=1.
12>0 hay b=1 %
P T4 5 o 5 x:“' s mx + 2m -1
Dé 36] Chohamsl: y=fiX)= - wivd Ton s £ B8
mx -+ 1
1. Xac dinh m sao cho ham s ¢¢ cuc tri va dudng tiém cin xién cta
(C,,) di qua goc toa do.
2. Khao sat va ve do thi (C cua ham so véim = 1.
3. Bién luan theo m s6 nghiém cua phuong trinh :
](3052)( +2(1 —micosx +3-2m =0
l“'ﬂ < X <7
Grai
2
x“+mx + 2m =1 .
y & flx) = S T (C,)
mx + 1
1. m=0 = y=x -1 khong co tiém cin xién.
S i me =1
: 2 = 1 =
1 “12 T u})
m=0 = y= x4 — o ———
m T mx + 1
Tiém can xién qua O o m - 1=0 &> m=z=1
x2+x41 _ X + 2x
e m=1 < y & : - - >
X + l (X ¢+ 1)“
y' ¢ 2 nghiom v ¢6 cue tri.
X* - %~ 3 X* + 2% ~ 4 +
o R y = ' v o= - .)m._,d:.k U 3 <
=% 4 ] (x -1)° (x~l)

Tém lai m = 1 la gid tri can um



~-l1<x,<1 < (])cé hai

2. m=1 « Vo X dxa2l (C) &/
x +1
1
D=R\I[-1) . —>
'2: -1 0O X
:X(x}{)to &S Xi= (Hoyi=re ) : ’
(x +1)° '
x = -1 la tiém can dung A -8
y = x la tiém can xién. Hinh 67
X —C -2 -1 0 +
y' + 0 = - 0 -
y -3 +% ot
! -—I‘/ \ B \ 1 /
Po thi (hinh 67).
3 {0032x+2(1~—m)cosx+3~2m:0 [—TI<X<1I
. &5 ,
“H<X<Tm 1cos‘2x+(1—m)cosx+1—m:0
[ a2
Jnn<x<n cos x+cﬁosx+1m=m
<> 5 o (I cosx + 1
lcos“ X +cosx+1=m(cosx +1)
-L<X<T
Dat t = cosx e -l<t<l
) .
flb) = t : . (Cw) mién khao sat M = (-1; 1)
+
(A):y=m
e m«<l (Cu)N(A) = (1) vo nghiém.
e m=1 (Cw)n(A) = A0, 1)} < (I)c6 1 nghiém x =+ ;
e Im = g (Cw) cit (A) tai 2 diém ¢6 hoanh dé x, = 1 va hoanh do
cosx =0
-1 <x,<1 <>(I)ed 3 nghiém x thoa man: Jcosx =x, (-1 <x, <x,)
~RER L
e l<m <g~ : (Cwn) cit (A) tai 2 diém c6 hoanh do -1 < x;, x, < 1
<> (I) ¢6 4 nghiém.
e m > g (Cy) cit (\) tai duy nhat 1 diem c6 hoanh do thoa man

nghiém.
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8- TIM TAP HOP PIEM

I- NHUNG VAN P£ CO BAN

Dé tim tap hop (L) cac diém M thoa man cae diéu kién cho truée, ta
thuc hi¢n cac viéc :

~ Xdc dinh toa do cua diem M theo tham sé cua bai todn
jx
Ly

i

gim)

i

him)
- Khu tham s6 m, ta duoc hé thic doc lap gida x va y :
fix;y) =0 (1)

-~ Tu diéu kién ton tai m, ta xét mien gia tri cua g(m) hay him) va két
hop vou (1) ta duve phuong trinh cua tap hop (L)

x=g(m) M
Yy = him)

M

(L) v &3 =40,

L Hinn 68

II- BAI TOAN MINH HQA

Pé 37] Choham sé : y = flx) = (4 — x)(x - 1)

1. Khao sat su bién thi>n va vé do thi (C) cua ham sé.

2. A la giao diém cua (C) vai Oy, A la duong théng di qua A c6 hé so
goc la m.
Tim m dé A cat (C) ta1 3 diem phan biét A, B, C.

3. Tim tap hop trung diem M cua BC.

Giai
y=fix)=(4-x}x~1)7F=-x"+6x"-9x+4
1. D=R
y':S(—-x2+4x—3): ) e X = 1 x =3
y'=6(x~-2)=0 o> x=2 = 1(2; 2) 1a diém udre
X - B 1 +00
v 0 % 0 ~
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D6 thi (hinh 69).

o
Whk—-=— - - -

a4

i
Hinh 69

2. A(0: 4) la giao diém cua (C) va Oy

(A):y = mx + 4 la duong thang qua A
e m=0: (A)tiép xuc (C) tai B(3; 4)
o Tiép tuyén voi (C)tai Alay = -9x + 4

Vay m = -9 khong nhan.
e Dé (A) cat (C) tai ba diém phan biét A, B, C thi -9 < m < 0.
3. Trung diém M cua B, C ¢6 toa do :

Xyj = _’fﬁ-__;_x—c =3 (vixp,Xc la nghiém cua xZ - 6x+9=0)

= -23<yu<4
Vay quy tich M la doan thiang KL vdi K(3; 4), L(3; -23) va bo hai diém
K, L.

Dé 88] Chohams6: y=fix)= —~r°m-1 gy

(m+ 2)x +4m
1. 3ién luan theo m chiéu bién thién cua (H,,).
2. Khao sat su bién thién va vé do thi cua ham sé véi m = 0.

3. Tim tap hgp cac tam doi xing cua (H,,).

Giai
pmfinly —romEl
(m + 2)x +4m
1. *m=-2 = y=~-;——(x—-7)tangtrénR

4m
(m+ 2)

*m#-2 = ylahamsé o ~ +3m -1 %0

&5 m=#-1 va m;e-§



60

véi m=-1 va m:-

bt

)
-3m° -m=+ 2

- [(m + 2)x + 4m ]|

em > - hay m<-1-> v <0 - v giam tren tung khoang xdc dinh

2 " , i o as
e-l<mc< 3 =y >0 = vtang trén tung khoang xdac dinh M
x -1
mz0 = .
g 2x
D=R\ 0]
-
y = < 3 ) xe D
4x~
x = 0 la tiém can dung
1, ... )
y = 5 la tiém can ngang
A
X | =0 0 45 y
y ‘ |
| 1/2
' Lk //n vl 4‘":;
/ / i 0 X
_1. P'f_
2 t
Hinh 70
xX=1 = ¥y =0
Do thi (hinh 70).
_ ) mz -2
" o T : o . o[ —4m 1 "
Tam doi xang 1a giao diem hai tiem can 1 . J véi dm # -1
‘ o im+2 m+2
m = -
3

o . X = X +x_

That vay, chuyén truc ¢ o
F=Y*F,

X+x, +3m-1

Ham y o= ham Y = .
fm o+ 24X « x ) +4m

- Yo

[1-{m+ 20 1X - tm+ 2any,_2_-j ‘41.1}’_3_{_0_ +-k4;(9___t_7£’il'1}__j~’ 1
(rm = 29X +tm o+ 2, +4m



[tx; v i la tam doy simg o Y la ham L

AX B ACX)i+B

Cx - D Ci - X+ D

- v X

Py

P o |AC =0
ACKX = BD =0 vX <& :
{BD =0
o [(m + 2)[1 - yim+ 2)| =0
Vay
[tm + 2)x_ + 4m| B =
1 1
ly. = ¥ o
Som o+ 2 m + 2
g * ; hay |
4m ~4m .
L = - X - - +x,+3m-1=0(loal)
m =+ 2 m - 2 i
. 1 » . ; 2
= Vo o vér x. =4, Xx,#-1 (vimz-1vam=-)
‘ o 2 3

Bay la phumw nmh qu\ tich tam dm xung.

A . _ g _ x"‘ - mx - 2m - 4
- |De 39| Cho hamso : y=fix)= "——— o (C,,.).
X k2

Vi gia tri nao cua m thi (C,)) co hai cuc tri.

Tim tap hop cac diém cue tri cua (C,,).

Khao sat va ve do thi (C) cua ham sé vdi m = 1.

a-g.om:—-

Tiép tuyen tai diem M tay y cua (C) cat hai duong tiém can cua (C)

tar P va Q. Chung minh "*""‘.,‘}_E{w;‘\ﬂ’“: MQ.

Giai
Y
X™ 4+ mx - 2m -4
v zfix)= - s ‘; st Cin)

MXD: D=RN\N{-2)

%™ oy 4x 4m + 4
(X + ‘)}"

|y la ham so

(C,,) c6 hai diém cuc tri < ¢
! ' ' |y ¢6 2 nghiém phan biét khac - 2

4-2m-2m -4 =0
e 4 -8+4m+4#0 = m<0
}.\':4—4111*4 >0

2. Vé6ix, lacuctrithi: fix,)=2x,+m=y,
vi x, la nghiém cua y’ — o= - e
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2

X , ) o :
Vay y = - i X -1 (x = -2)la phuong trinh quy tich diém cuc tri.
m= -1 = y = % A N =i k (C)
X+2 % 4 2
. D = R\(-2}
. ox?+4x (x = 4
[ s e i <

e x=-2]atiém can dung

. y = x — 3 1a tiém can xién

X - -4 -2 0 +x
y + 0 0 +
y -9 +r +
_1/ \ y \ | /
x=-1 hay x=2 =S Y=l
D6 thi (hinh 71).
A v
4 -2\0 Y/
IR 7
i
VE
1 Lo _9
Hinh 71
A: y=kx+b
Phuong trinh hoanh do giao diém cua (\) va (C) :
(k-=1x"+(2k+b+1)x+2b+2=0 : (1)
Gl ik CAY 08P xic (0} = (1) co mghibm igp x, = 2+l
2(1 - k)
(A) cAt tiém can dung va tiém can xién tai hai diém c¢6 hoanh d¢ lan
lugt x;» = -2 va x = b e :
1=k
Xp + X¢ i i
th_‘in xet : —..WP“.,.W,. Q - ]'E _ 2 5 b+w3) = ll 2,_1? t_bi-l) - 5
2 2\\ 1"'k,! 2 1'—k

ba diéem M, P, Q thang hang (x, la hoanh do cua M). Vay MP = MQ.



9
F4

[bé 40' Cho ham so : y =filx) = X
x_.

1°

1. Khao sat va vé do thi (C) cia ham sé.

2.  Goi (d) l1a duong thiang c6 phuong trinh y = m. Bién luan bang phép
tinh va kiém lai bing dé thi sé giao diém cua (C) va (d).

3. Trong trudng hop (d) cit (C) tai 2 diém P va Q. Tim tap hop trung
‘diém M cia P va Q.

J

Giai

2

Ly=f= - o y=x+l+ = (O d
x-1 x -1

D=R\l}; R
<

|

1

|
s

x = 1 la tiém can ding

y = x + 1 la tiém can xién

2 12 X
y--x——g;= < x=0v x=2 '
(%=1}
" ™ 0 1 2 e Hinh 72
R—
y + 0 - - 0 +
y / 0\ 4+ \ +30
~O0 —Q0 4 /
Po thi (hinh 72).
. Phuong trinh hoanh dé giao diém cua (d) va (C)
2
X
—— =m 1)
x -1 (
xz1 .
<> 2 & X*-mx+m=0
XxX*-mx+m-=0

A=m’-4m

0 <m<4 = (1) vdo nghiém — d khdng c6 diém chung véi (C)

m>4 hay m<0 = (1)cé 2 nghiém phan biét = d cdt (C) tai 2 diem.

m=0 hay m=4 = (1) cé nghiém kép = d ti€p xic (C) tai 1 diem.

Kiém tra baing dé thi cho két qua ding nhu trén.
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3.

(Crecatdtai 2diem P.Q - m > § hay m<0

S ; 2 *
, linghiém cua x™ —mx + m = 0)

i XP -4 XQ m

Xy = — (VI Xps, %
}
|
4

1 y M = 1

{Y.w = 2xy
Xy > 2 hay xy <0

L

Vay quy tich M la duong thang v = 2x voi x > 2 hay x < 0.

Dé 41| Cho Parabol (P):y = x - 2x - 3

Tim tap hop cac diém M trén mat phang toa dd sao cho td M ta ke

duge dén (P) hai tiep tuyen vuong goc vdi nhau.

64

Crai
(P):y=x"-2x -3
Dudng thang x = x, luén cat (P,
Puong thang A qua Mix ; v, co he 50 goc k la (A) 1y = kx — kx, + Y,
Phuong trinh hoanh do giao diém (\) va (P) :
kx — kx,+y, =x°~2x~3
& x=-(2-kx-3-y,+kx,=0
(A) tiep xuc (C) <> (1) c6 nghiém kép
< A=(2-kr-4kx,-3-y,)=0
&> k* - 4(1 + x)k + 16 + 4y, = 0
Tir M ké duge 2 tiep tuyen den (P) va vuong gée nhau

o (2) ¢6 hat nghiem phan biét k,, k, thoa man k k, = -1

«> 16 + 4:\,’ = 1 D Y, = -

(1)

(2)

|
|



9- BIEN LUAN SO PUGNG CUA MOT HO

CAC PUGNG PI QUA MOT PIEM

I- NHUNG VAN DI CO BAN

1. Cho ho cac duong (C,,) co phuong trinh y = fix; m) ;

Alxarva) el & % = flx d)

2. Xem phuong trinh (1) la phuong trinh theo dn sé6 m.
(1) vo nghiem <« khong c¢o duong nao
cua ho di qua diem A. ®
(1) c6 n nghiém m <» ¢6 n dudng cua ho
di qua diécm A.

(1) nghiém ding vm < tdt ca cac duong
cong ctia ho déu di qua A < A la diém b6

dinh cua ho (C,,). Hinh 73

II- BAI TOAN MINH HOA

(1)

Dé 42| Chohamso . y=fix)=(2m+ )X’ = mx - m + 1.

1. Khao sdt su bién thién va vé dé thi (C) cua ham sé6 khi m = -1,

2. Tim toa do cua diém trén (C) tai dé tiép tuyén vdi (C) c6 hé sé géc

l6n nhat.
3. Tim diém c6 dinh ma (C,,) luén di qua vm.

4. Tim cdc diém trén mat phang toa dé6 ma vm (C,,) khong di qua.

Giai
y=flx)=Cm+ 1)x -mx-m+1 (C,)
I. m=-1 = y=-x"+x+2 ()
D=R
V3

y'ﬂ-3xz+1=0 e Xzi__g__

y'=-6x=0 &  Xw0 = 1(0; 2) la diém uén
J3 )
X | -x -t
3 3
¥ = 0 + 0 -
y 23
. 9 4 ov2
\ / 9 \
5 23
9
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A A

D6 thi (hinh 74).

-

1

i

]

i
2- 23
Tg

[

x\b

3

|
I
|
|
|
L
3

1
wl‘o?i_-__-____
o

Hinh 74

Phuong trinh ti€p tuyén véi (C) tai M(x,; y,) la

y = £'(xNx - x,) + f(x,)

f'x)=-3x2+1<1 o x,=0
Ti€p tuyén c6 hé s6 géc I6n nhat la (T):y=x+2 = M(0; 2)
M(x,; v.) la diém ¢6 dinh cua (C,)
< Y, =(2m + l)xg -mx,-m+1 ¥Ym
o @2x}-%-Dm+x}+1-y,=0 V¥m

2x3 -x,-1=0 x, =1

< {xgﬂ+l-oyo =0 {Y: =2
M(x,; y,) 1a diém (C,,) khéng qua ¥Ym

, _ X w=
o (2xg«xﬂ-—1)m+ x§+1—y‘,=0 vé nghiém vm < {“

Y, 2.

1

Pé 43| Choham sé : y=fix)=m + 1 - mx* - ’;

1. Khao sat su bién thién va vée do thi cia ham so véi m = -1.
Chitng minh rang (C,,) luén di qua 2 diém ¢é dinh.

Bién ludn theo k s6 nghiém cua phuong trinh : x' - 2x* + 2k = 0.

Giai
9 x4
y=flx)=m+1-mx*- o

+x° (C)



-x/é\o/

x =0 hay x=tJ2 = y=0
D6 thi (hinh 75).

Yy
o2
]
| I
| [}
I ]
1 !
| I
2| | HE \ P
l =] 0o 1 \ X
Hinh 75
2. M(x,; vy,) la diém c6 dinh cua (C,,)
; x4
y0=m+1umx§-—é‘—’—~ Ym
v x4
(1—x§)m+1—--é‘-’—-—y0:0 Ym
1-x%)=0 x, =1
x & L1 hay
o = d= 2 Fo
; ~—x4
3. '-2*+2k=0 o ——~§——+x2=k

S& nghiém (1) biing s6 giao diém cia (C)va A:y =k

X —aC -1 0 1 +C
y' + 0 - 0 + 0 =
y : i

2

BN

DO |

k > ; (1) vé nghiém
1 " -
k= 5 (1) ¢6 1 nghiém kép
1 . -
0<k<§ (1) ¢c6 4 nghiém
k=0 (1) c6 1 nghiém kép va 2 nghiém don
k<0 : (1) 6 2 nghiém.

(1)
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| Pé 44| Cho ham so : y = fix) = -

mx + 4

(H,,.

X + m
Khao sat su bién thién va vé do thi cua ham so véim = 1.

2. Chung minh rang (H,,) luén di qua hai diém co6 dinh khi m thay doi
ngoai trirf mot vai gia tri cua m ma ta xac dinh duge.

8. Hay xdc dinh m dé cdc tiép tuyén vdi (H,,) tai hai diém co dinh la
song song vdéi nhau.

68

Giai
mx + 4
y=flx)= — (H,,
X+
X+ 4
m=1 = y=-
x+1
D=R\ (-1}
= ——w:'3 = <0 ;\'/XED
(x +1)°
X = -1 la tiém can ding Ay
y = 1 la tiém can ngang \
y . < ‘ :
y |1 + 7 > 1 0 =
' i X
\ - \ 1

X=-4 =>y=0 x=0>y=4 Hinh 76
D6 thi (hinh 76). '

. M(x,; y,) la diém c6 dinh (H,,) di qua

= N BB ¥ 4 vm & (X -yom+4-xy,=0 Vm
X, + m
= {xo:yo P xa=y0=2
Xy, =4 Xo =Y, =2
bé thi (H,,) luén qua M(2; 2) va My(-2; -2).
Tiép tuyén tai M; (A) 'y = y(2)(x - 2) + y(2)
Tiép tuyén tai M, (Ay) 1y = y'(-2)(x + 2) + y(-2)
+2 (y la ham sé
Aol w4 T4 GisRaned) m =0,
y'(2) =y (-2)



2 s
N ; \ ” X“ +mx -2
De 45' Cho hamso : y = fix) = e (C,.).

mx =1

Vdi gia tri nao cua m thi fix) ¢6 cuc tri.

1
2. Khao sat su bién thién va ve do thi cua ham s6 ung véi m = 1.
3

~ 3. Chung minh rang (C,,) lu(m di qua 3 diém ¢é dinh. )
Giai
2 o
5 o B s R 2 e
mx -1

. mx’ - 2x + m
I ¥ = ——e
(mx - 1)

y la ham so

fix) cé cuc tnn < 3 ) . )
mx* - 2x + m = 0 ¢c6 nghiém x_, thoa manmx, -1# 0

< m=0 hay <m(~}~) +m[iJ*2¢-0

S
mx, - 1=+vl-m® 20 & -l<mcl

: X“+x-2 « néux =1 2
2. m=1 = YiE e . |
x -1 X+2néux =1 / |
. 1 ~
D6 thi (hinh 77). _#8 0

3. M(x,; y,) la diem c6 dinh cua ham so

Hinh 77
2 n 2
X, + MX, -

<V, = e Ym
mx, -1
< Xy,-1m-y, - x;‘;’ +2=0 Ym

X, (yo =D =0 x =0 X, =] X, =~-1
. Zy‘ = {0 hay {" hay {O
Xg + ¥, -2=0 y, =2 Yo =1 y, =1.

]

‘ 2 -
Dé 48] Cho ham sds y = i) ~ LA —SmI s J@2me 1)

mx —m

Khao sdt su bién thién va vé d6 thi (C) cua ham sé img véi m = 1.
Tim trén (C) nhirng diém c6 toa dd la s6 nguyén
3. Chung minh rang vm # 0 do thi (C,) c6 mdt tiém can ¢é dinh con

tiém can tha hai luon di qua mot diém c6 dinh.
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Giai

_ (m+ 1)()'{:"2 :3){} + 2(2m +1)

—_—

mx —-—m
7 \
Lo J2x-3046 o o 1) g
x -1 \ x-1)
D=R\ (1)
2(x° - 2x) =0
= —— = &=
{ <1)* X 22 ya
x = 1 !a tiém can ding
y = 2x — 4 1 tiém can xién e e
X | oo 0 1 2 +o0 of |2 X
y + 0 - - 0 + -4/
y —6\ +or +0C 3
~00 - 2
M(x; y) trén (C) c6 toa do nguyén
e x-1=+1
= 2 e
y=2x-4+-—-€eZ x-1=4%2

% = ]
& xe(-1;0;2; 3)tacéd 4 diem trén (C) ¢6 toa do nguyén la
M,(-1; -7), M,(0; -6), M,(2; 2), M,(3: 3).
vm # 0 nghiém cia mau khac nghiém cua ti do dé y 1a ham sé

o lim = =,
X-»]1

Vay x = 1 la tiém can dimg cé dinh.

(m+D* -3x)+22m+1) _m+1l  2Am+D  2m

mx - m m m mx - m
m+1 2m+1) . . i . o
= y= -——X- =~ -~ la phuong trinh tiém cdn xién
m m

M(x,; v,) l1a diém ¢6 dinh cua tiém can xién

m+1 20m+ 1)
0 Y= - Xg = Ym

Q

m m

& (Yo+2-xm+2-x,=0 vm

= M(2; 0) la diém c6 dinh cua tiém can xién.



10- VE PO THI CUA HAM SO
MANG DAU GIA TRI TUYET POI

I- NHUNG VAN DE CO BAN

1. Xét cacdo thi: () y-=
(ke =
(Cy) >y
()} Y=

flx)

| fix) |

= fl i x )
Yaran

(C) : Cach vé (C,) suy ra tie do thi cua (C).

(Cy) : Gut nguyér phan cua (C) ing voi y 2 0 ldy déi xing cia phdn cia

(Clco y < 0 qua Ox.

(C.) : Gut nguyén phan cia (C)ing vat x >0 réi ldy déi xing cia chinh
phan duoc gui nguyen do qua Oy : (C,) la dé thi cia ham s6 chdn.

(Cy) - Ap dung quy tac dé vé (C,) cho (Ca).

v A
0 / s
S

Hinh 79

v A
X
T ¢
/!
Hinl 81

Hinh 80

Y 4

\
o
,/

Hinh 82

2. Dévé db thi cia ham sd'y = fix, | g(x) |) ta thuc hién cac viée :

— Xét dau gix). Vidu :

X I —X

glx) ' -

— Phan tich : y = fx, igf.r) 1)

- Ve (C) va (C') roi hop lai.

<+

_Af(x, -~ g(x)) (x<a) (C)
lﬁ.n, g(.\'))

(x2a) (C)
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I1- TOAN MINH HQA

X* +3x +6

Dé 47| Cho ham 86 : v = fix) =

X o« 2
1. Khdo sat va ve do th1 (C) cua ham so.

2. Tu dé thi (C) suy ra do thi cua ham s6 :

y= lfn) = 202500 (Cy)
X + 2
| x° +3x +6
X, % 2
bee o b ol XJ + 3%+ D
y_uﬁi)\l};: o — (CH)
X 7t 2
Giat
2 .
l.y:f()ﬂ:y +:§3£f,f)=x*1+ !
X + < + 2
D=R\ (-2
2
BT
(x + 2)
X |- i -
¥ + 0o - 0 .
= - e +00
mi):-/ \\E‘- r \ 3 /
Do thi (hinh 83). »;;//_
v/
el
I /r%“ X
| BN |
VA
A1
/ ST
!
”/ \ Hinh 83
i X: +3x + 6 -
%% + 3% + 6 | néu x> -2
2 . ¥y= flx) = |——-m_ = §+u (C])
| %% X 3xe 6 L
- _ néu x < -2
| X - 2



i ‘ AV
Suy ra dc thi ham sg y = [ftx;' "hinh 84
Mg il
i
\\
) i >
\ N X+ 3xi+ 6 . 4 =2 -1 10O X
% Hinmm oy =dlix] ) e '-2 (Cy) '
X Hinh 84
y la ham chan nén do thi doi xung qua Oy
= Do thi (C,) (hinh 85).
\ ‘ x? + 3x| + 6
* Ham y= [fiix])] = '2 (Cy)
IX| + >
= 21 10N X

= Y = D
f(lxl) X € Hinh 85

—  Péthi (Cy) cuahamséy = 1ft x| giong (C)).

Pé 48] Chohamso - y=fix)= = - 3“
X ~

1. Khao sat va vé dé thi (C) cua ham so.

2. Tu do thi (C) suy ra do thy cua cac ham s6 sau :

I® - x|
y = lfx)| = tx et (.
P &S
x* = |x}=2 ;
y:ﬂlxl)z e l (Cy).
X -
x° =Ixl -2 ‘
y=IfRlxhl =" == (Cy).
Lox[ =3
Giai
2 - i
L yoligs Xl f gl =
X — < X -3

D=R\ {3

! "- 6x 4+ 5
y:‘ir xjo:(} = x=1 v x=5
(X -~ 3)°



+a0

fl-1)=fi2)=0
D6 thi (hinh 86).

2
ﬂgé

/

Hinh 86

Suy ra dé thi (C,) (hinh 87).

TmbE—-——-=-=-=-= —

V¥

neux>3 v ~-1<x<2

A= néu?2<x<3 hay x< -1

y.‘i\ '
q---——-— o —
(C,) :
'
i
i
i
2/ I
]
_2 l ; 5
/\1\1 3 5 %
\ Hinh 87



R (R

* y=fixlle £,
% o 3
= yla hamchian = (C,) doi xiimg qua Oy (hinh 88).
VA
\f(“’) "‘
» ‘ 9
N i R T I
i .
N :
1 |
I |
| / |
! |
| 2 !
Y N I
°s 8] -1 | 1 '5\ 5 X
Hinh 88
o " } { o ar !
; Cix"-x -2 f(x) néuix >3 hay |x <2
*y = Rzl = et =4 " o | (Cy)
x| -3 | %L“ f(x) néu?2 <|x/<3
Suy ra do thi (hinh 89).
y}\
...... 9 __._
| !
|
| I
i i
i |
| I
| !
I ]
I i
L |
i i oL >
—5)3 -1 ,3\ 5 X
Hinh 89
- 2
Dé 49] Cho hams6: y=fix)= — X —4%+3
X + 6

1. Khao sat su bién thién va vé do thi (C) cua ham sé trén.
2. Dung d6 thi bién luan sé nghiém cua phuong trinh :

x*+4x + (log, m) |x+6]/ -3=0.
2
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Gial

...x- —— _‘ 3
y:ﬂ‘(): X (
‘X (&
9
; : X° +4x -3 9
Xét ham h= — " = x- 2+
X+6 X0

D=RNXi-6}

X L 12\‘27 = D X=-3 v x=-9
(X + 0)°

X = -6 1a tiém can dung

y =X - 2!atiém can xien

‘h  néu x« -6

= fix) = ! )
y ' -h néu x> -6

X —C -9 -6 -3 +C
e

h' + 0 - 0 &

h -14 |+

Suy ra
X —a0 -9 i _—6' -3 400
y + 0 0 -

|
|
NPNEIENEH <SR |
s i e
|
i
|
|
Do
i

-

w W

Ve

//

b | i ” =
2. X"+ 4x + {log ., m) x¢+6] -3=0 (1)

Hinh 90

r.~6 -



loo e o =

So nghiem cua (1 la 50 giao dicin cua iV v = log, m vdi (C)

13
2
; 1 . (i
log , mi > 2 = (e e - 1) vo nghiém
4
| 1 , N
log, m=2 &> m= : - (11 ¢6 1 nghiém kép
, 1 " o
14 ¢ lop, T € 2 & : <m<?2'" (1) co 2 nghiém
log, m = -14 = m=2" - (1) co 3 nghiém (2 nghiem don
va 1 nghiém kép)
log, m < 14 & m3>2" o (1) co 4 nghiém.
2
2 o 5 5 X
bé 50| Cho hamso : v= -~
1+x
1. Dung dinh nghia cua dao ham tinh f'(0).
2.  Khao sat va vé do thi cua ham so.
y S . . X "
3. Tim so a lon nhat sao cho véi mot x ¢ — > ax” + X.
+ h

Giai
y:{l){‘: \ (0)
+ X
» . f(x) . X
I. 110) = hme= ~=hm - =1
x 30 X x>0 1 4+ %

2. y = fixie <

| X ut
hix) - , (Cy) néux=>0

lg(x) = - X (C,) néux<0
| 1-x
R
e 1-‘;):0 \‘";JXEO
(1+x)°
= - >0 vx <0
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lim hix)=1 =

X s

R
I

Iim gix)=-1 = y

X =

I

1 la tiém can ngang cua (C,)

-1 la tiém can ngang cua (Cy)

< m_l::j >

yl\
/
1
(CL
0 X
/ -1
Hinh 91
3. CACH1:y=ax*+x (P)
* a=0 khéng thoa man bai toan
* a>0 = Y=lax+l=0 & x:—-—l—
2a
=5 a > 0 khong théa man bai todn
i _1 .
X 2a
-~ 0 +
+2 +x
\ i —]:M /
4a
. a<0
—o0 - ——1—~ +X0
X 2a
+ 0 -
1
Sn -0
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(P) tiép xuc () <» ax“+x= - (1) c6é nghiém kép

c»  xXalx|+a+sgux)) =0 c6 nghiem kép
|~— 1 néux <0
sgni(x) = {U néu x =0

1 néux=0

ax+1l+a néux<0
Xét alx|+a+sgnix)= {a<0 néux =0

~gx$a-1 Heux >0

l1+a
a

* Néu-1<a<0:(1)cé nghiém kép x = 0 va 1 nghiém don x = - >0

= (P) cat (C).

Truong hop nay 11!*5 <ax’ +.x, 0<¥x< - Lt8 khong théa man bai toan.
+|x a
* Néu a < -1 thi (1) chi ¢6 nghiém kép x = 0 = (P) chi tiép xic (C) tai O
ma khong cat (C) = __f_[»,, >ax’ +x Vx {4}
1+ ix%

Gid tri ldn nhat cua a théa man (*) la a = ~1.

x .
- zax?+x VX

CACH 2 : o
1+ x|

o x¥alx]+a+sgnx) <0 wx

& a|x|+a+sgn(x):§0 vx
as- . vx >0
al+x)+1<0 vx >0 14X
o da<0 véix=0 < aso véi x =0 (1)
al-x)-1<0 Vx <0 o i Vx <0
l1-x
. 1
Vi vx>0,taecé6 —-——>-1
+ X
Vx <0, w71—~->0
1-x
a<-1
Vaiy | < a<0 < as-1
a<0

Gia tri lon nhat cua a théa man bai toan la a = -1.
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11- PUGNG THANG DI QUA
CAC PIEM PAC BIET CUA PO THI

I- NHUNG VAN PE CO BAN
1. D¢ lap phuong trinh cua diong thang Adi qua eae diém ddc biét cia do

thi (C) ;v = flx) ta thue hién ede viée -

— Goi Mix; y) la diém dac biet

- Ldp hé cde phuong trinh ma toa do M phai
théa man.

— Tu hé phuong trinh trén rit ra mot phuong
trinh hé qud bdc 1: y=oar-0b

- Phuong trinh A la: y=ax- " Hinh 92

2. Cac truong hop thuong gap :
— Lap phuong trinh duong thdang di qua 2 diém
cuce tri cua ham bac 3 (Ci .y = Hix)
Tinh f'(x)
* Chia da thuc fix) = ['(x)g/x) + ax + b
Mix; y) la diém cuc tri
[f(x)=0

= y > y=ax+b
\y = ftx) = f1xgie) +rix)

Hinh 93
Keét luan A:y=ax +b.

- Léap phuong trinh duong thang di qua 2 diém

. . uix) /N
cuc tri cia hamy = —
vix)
| ulx)
1Y =
* s did : ' vix)
* Mix; y) la diém cuc tr s ) ' y=ax +b
' [ u'lx)
| y =
i, vix)

Két lugn  A:y=ax +b.

II- BAI TOAN MINH HQA

Dé 51| Ching té rang cac ham so sau luon c6 hai cue tri va viét phuong
trinh dudng thiang di qua hai diém cuc tri cia ham sé :

1. y=flx)=x"-3x"-9 +m.

2. y=fx)=-2x"-mx +x+m+ L
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Giai
1. - x'— 3% - Ox +m
y = 3% -6x -9 =3(x" - 2x - 3

A'= 9+ 27 =365 0

Vay y' luon co har nghiéem phan biet x;, x, = y luén ¢é hai cuc tri
y = fixi=(x-1)x"-2x-3)-8x+m-3
= Bl ~-8x+m-3
3
fix,) = -8%; +m -3 ; fix,) = -8x, + m - 3 ;
— Dudng thing qua hai diém cuctrilad:y = -8x + m — 3.
2. y=flx)=-2x - mx" +Xx+m+ 1
y = -6x" - 2mx + 1
A=m‘+6>0 = ycé haicuc tri
' Y, 1] ’ 7
i & 71-[x+}—11}y’+—~ 2+m x+1 m+1
3\ 6 ) 3 3 18
. - : i 1 £ 17
Puong thang di qua hai diéem cuctrilad:y= =| 2+ B ox+=—241
3 3 18
: x2 +mx - 6
Pé 52| Cho ho duong cong (C,,) : y=fix) = “vFo”
X -m

1. Tim nhing diém trong mit phang ma vm (C,,) déu khéng di qua.

2. Tim m dé (C,) ¢6 hai cuc tri. Ching t6 réng lic dé gid tri hai cuc tri
la cung dau. Lap phuong trinh dudng thang di qua 2 diém cuc tri.
3. Khao sat va ve d6 thi cua ham sé vdi m = 2. '

Giai
x? + mx - 6
y£ s (Cy
X - m
2 x + mx, -6
1. Mx,;;v,)e(Cp) Vm < y,= ~2——2 — v nghiém m
X, - m

& (X, +y)m+ x> -6~ xy=0 vdnghiém m

2
X, + mx, -6
X

hay co nghiém m = x, véi y, #

o — M

(X + ¥ )X, + X2 -6 -%x,y, =0

lxt . wyo 9
S P hay X: +mx, -6
2x% 2 6 g et 20

X, ~Im

{
A
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hay

Xo = ¥, X a3 va vy, = -3
o .
, # 3 X, =-v3 va Vy, =3

Minh hoa tap hop cic disny Mix :v.) e (C,) Ym trén dé thi (hinh 94).

\ l My
N,
NG
{3 B3
0 =
v .
Hinh 94 \
" 2_2mx +6-m’
2. v = g
(x —m)
l y lla ham sé
(C,,) c6 hai cuc tr1 < {x* -2mx+6-m? =0

(6 2nghiem phan biét khdcm

im +mm-6=#0
&S jA—m -6+m >0
{

m°-2mm+6-m2 20
e m < -y 4 hay m > \,'3
X;, X2 la hai nghiém cua 'y

y(x,).y(xy) = (2% + mN2X, + M) = 4x%,x, + 2m(X; + x) + m* = m? + 24 > 0

= y(x;) cung dau y(x.,)

3. m=2 = y:x;%\%f _‘\+4+;?_2
D =R\ 2}
: y = \’» é'f.ff_?

(x - Q)2

X | - 2D 1 2+ 2 +0

+ M . - 0 +
23 -W2) +x i
o0 - ™S \2(3+J§) A
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x=0 = ¥ d

Do thi hinh 95, f /

v

Hinh 95 2.2

. x + X+ 1IN

Pé 53] Choham so -y =flx)= & 57

1. Tim m dé ham sé c6 cuc dai va cuc tiéu.

2. Khao sat va vé dé thi cua ham so6 véi m = i

3. Viet phuong trinh dudng thang di qua hai diém cuc tri.

Giai
x*+x+m
x° -1
= t 2_““ *lx-1,

e 5

Ham y c6 cue dai, cuc tiéu nghia la :

—

3

;’v la ham so
1

+2(m+ 1)x +1 =0 c¢6 hai nghiém phan biét

X1, Xy # 2]

l1-1+m=#=20
1+1+l!1m\0 [m#:()vémxuz
& J+2m+1)+140 & l
1-2m+1)+1=20

\\'z(l]l+1J2—1>0

m? +2m >0

< m<-2 hay m>0.

1 X+ X+ —
2. m= - = R
Xx“ -1
D=R\{-1;1)
[x2+ux+1) X = -2
= N S ey
Y (x2_*1)2 x:-—-—»-;-
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3. x,ladiémecuctri = y(x)=1+ _2.1

84

. . . x=1 . " ;
imy== va limy=x = la 2 tiém can dung
x 1 N | X = -1

limy =1 =  y=11latiém can ngang

X
1
~aC -2 -1 == 1 +

X 9 KL
y = 0 -+ + 0 = i
y |1 + 0 +90

o —0 —Q0 1

: o

1 A
x=0 = = - y
y 4

Do thi (hinh 96).

e

x ¥

Hinh 96

X

Pudng thdng A qua hai diém cuc tri A[x1,1+ -—]‘-——J, B(xz, 1+ —

lJcé

X9

2x,
hé s6 goc k.

1 1
k= Y2"Y1 _ 2% 2 1 x-xy 1

(x;, x 1a nghiém cua y')

= A:y:—%x—rb

Vi +y2=—%(X1+X2)+2b

2+ 1 X%
2 XX,

1
+‘“(X1+X2)=2b = b =-m

o A:y:-—%x-m.



Dé 54| Cho ham s @ v = fix) = B (C,0.

i

X o+ ]

1. Chung minh 3 diem uon néeu co cua (C,,) luon thang hang.

2. Lap phuong trinh dudng thang di qua 3 diém uén.

1. y=f

y':

y“ =

M(x,; ¥

Vay

Giai

Cox+m
X) & =

x° + 1

- X" -2mx + 1

.') o)
(% +=1)

2(x® + 3mx° - 3x - m) x4+ 3m)(x° +1) - 4(x + m)

< : -
(x°+ 1) (x% +1)°
16 5 : - : . (X, + M)
Jla diem uon = X, la nghiem cua : PR P [ e
X, +3m
o X,+m X, +3
gy "(‘)‘*' TT i
X5 +1 4
) : X 3
M nam trén (A) : y = 5 # "

3 diém udn cia dé thi (néu c6) thing hang.

Pé 55| Chohamso :y = fix) = x’ - 3mx* + 3tm” - 1)x — m® véi m la tham s8.

1. Khao sat su bién thién va vé dé thi (C) cia ham sé6 khi m = 1.

2. Chimg minh ring ham s6 luon luon c¢6 cuc dai va cuc tiéu. Lap
phuong trinh dutng thing di qua hai diém cuc tri cua dé thi.

3. Xidc dinh m dé ham sé tang trén khodng (0; 2).

e il i

1. m= 1

Giai
y = fix) = x* - 3mx* + 3(m* - 1)x - m’

=» y=x-3x-1

D =R
y=3x-3=z0 o x=t%1
y'=6x=0 e x=0 =  1(0; -1) 1a diém udn.
-2 -1 1 +0
' + 0 - 0 +
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3.

86

D6 thi (hinh 97).

FR 4

Hinh 97

y = 3x* - 6mx + 3(m* - 1) = 3(x* - 2mx + m* - 1)
A'=1>0 =  yluon cé‘cuc dai va cuc tiéu

y = % (x —m) - (2x + m)

X, la cuc tri thi y, = -2x, - m
Puong thang qua hai cuc trila y = -2x — m.
y tang trén (0; 2)

e - 2mx +m°-120 Vx e (0; 2)

A=1>0 A=ls0
& {y(0)=m?-120 hay {y2=m?-4m+3>0
0>-Sw:m 2<§:m
2 _ 2

) m< -1 hay m=23.



12- MOT HO CAC PO THI
TIEP XUC VvOI MOT PUGNG CO PINH

- NHUNG VAN DE CO BAN

[1- BAI TOAN MINH HQA

Dé chung minh ho do thy «C,) -y = fix; mj luén tiép xuc voi mét duong
co dinh (L) to thue hién cde viée :

Néu da biét dang cua (L),
Vi de »1LFy ¥ =00

a) Lap phuong trinh hoanh dé giao diéem
gre 1) wa il ¢

fix; m) = glx) (1)

b) T dicu kiéen phuong trinh (1) phat co
nghiém fu”p Y ta xac dinh duoc glx). st G
Néu chua biét deng cua (L)
a) Phan tich fix; m) = [aim).x + bim)F + g(x) trong dé6 g(x) déﬁc lap vai m.
b) Xét duong co dinh (L) @y = g(x)
¢) Do phuong trinh hoanh dé giao diém cua (C,,) va (L) :
[aim)x + bim)’] + g(x) = g(x)

luon co nghiém kep vm vdy (C,,) luon tiép xue voi (L).

>

56| Chung minh rang cdc dudng sau luon tiép xidc véi mot dudng co

Dé
dinh -
1. v=0x)=56x"-4m+3)x + m~ + 2
p 2x% +mx -1
2. v=fix)=-2mx-m”"+ 1 3 y= (x)= . ;
T - -3mx + 3
Giai
1. v = flx)=56x-dm+3)x+m°+2 (C,)
= WX -dmx+mH +x*-3x+2 = m-2x ¢ +x*-3x+2

gx)=x*-3x+2 (P)
Phuong trinh hoanh dé giao diém cua (P) va (C,)
(m - 2x)* =0 c¢6 nghiém kép.

Viy (C,,) ludn tiép xdic (P)  Vvm.
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fix) = -2mx-m“+1 (C,)

»
«
It

= ~(m"z +2mx + X7+ x° + 1

Tuong tu (C):y = x* + 1 luén tiép xue (C,)  vm

a 2x? + mx. 1 1 2x°

5’ ¥ = s 22 fmxol

SPGB | A5
-3mx +3 3 3(mx-1)

- . i ..
(C,,) tiép xuc vai td) : y= - 3 co dinh.

2

Pé 57] Chohamso © y=fix) = x" - 2x" + mx + }ii-—nm c6 d6 thi 1a (C,,).

1. Khao sat va vé dé thi (C) véim = 1.
2. Dung do thi xét dau cdc nghiem cua phuong trinh : x* — 2x* — m = 0.

3. Chung minh rang (C,,) luon tiép xic vdi mot dudng cong cé dinh.

Giai
.
1. y = fix) = x’ - 2x° + mx + wal—
m=1 = y=x"-2x"+x
D=R
y=3x-4x+1=0 < x:lvx:%
2 ;
y'=6x-4=0 < %= - = diém uﬁnl(?—, -?-—]
3 3 27
X - % 1 +U0 yA\
y + 0 - 0 + 41
4 — - 27
y 'é“f 7+113 3 —————
/ \ / = | '
-0 0 : :
' | FEee
x=0 v x=1 =  y=l Oﬁ- é. %‘1
D4 thi (hinh 99.1). Hinh 99.1
2 x*-2x*-m=0 (1) <« y:x3—2x2=m
y=3x"-4x=0 & xXx=0wv x=

88
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i 4 \E
X4 ” 5 v ol 23 am [
_.__u_,vw : + cansges U SR — + . : i
- , o - !
Y l /, i)~ > + :
! /// ‘.. P 1
s ® if / 39 |
! | - 2711 7
D6 thi cua y = x' - 2x° (hinh 99.2). Hinh 99.2
32 ) .
* m< - e (1) ¢6 nghiéem am.
&l
. 32 . - . . g : 4
¥ e 7 (1) c6 1 nghiém don am va 1 nghiém kép x = 4
27
32 & . - X 45 &
57 <m< 0 : (1)ed6 2 nghiém duong va 1 nghiém am.
m =90 (1) ¢6 1 nghiém kép x = 0 va 1 nghiém duong.
*m>0 (1) ¢6 1 nghiém duong.
1 g 2 1 g 1 ;
2 ¥V = 1rl\»—m +4mx - 4x°) + X - X"+ n (Cw)
1 2 3 2
=z -—(2x-m) +x" —-x"+ —
4 4
. Y 82, 1
Vay (C,,) luon tiép xic (C) 1y = x" - X" + i co dinh.
Pé 58| Chung minh rang tiém can xién cua do thi ham sé :
(m+1)x? -2mx -m?® + m? + 2
(Cm) =y = T T -
X -m
~ ludn tiép xic véi mot dudng cb dinh.
Giai
2 3 2
X“ -2mx -m” +m
Gy =y mebe®-2mx-m®em® +2_ 1y
X - m X - m
(d): y =(m+ 1)x + m(m-1) _ (la tiém can xién)
: s x~1F dx- 1
=m‘3+m(x—1)+x=m‘+m(x—1)+( - )»+x
4 4
_(x,2m-1)° %% -6xs1
2" 2 ) 4
R i x? -6x+1
Vay (C,,,) tiép xtic (C) 1y = — S
4 -
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S ) 5
X - mim -+ 2)x+m° +1

Dé 59| Cho ham so : v = fix) = LA

x -1
1. Tim cdc tiém can cua o thi Ching minh rang khi m thay déi, tiém
can xién cua do thi tiéyp xue vl mot parabol ¢6 dinh.
2. Tim tap hop cic tam diai xung cua do thi.
3. Xidc dinh m dé ham so dat cue tri tai cac diém x,, X, thoa man diéu
kién : 2x; + x, - 1= 0.
Giai
2mx? - mim -+ 2)x + m* - 1
y = flX) = —— e R
X~}
1. limflx)=2 =  x=11la tiémcan ding
x-—1
2 1 i 2 a A » . a
y=2mx-m" + — - = (d) vy = 2mx - m” la tiém can xién
X A
& 5 ) ) o 5 i : gl o ma
(d):y=2mx -m" = x" - (x - m)” = (d) iép xue vdi (P) : y = x° ¢6 dinh.

2. 2m - m®) la giao di¢m hai taém can cua do thi

3.

— I la tam d6i xitng, ¢6 hoanh do x = 1

Dau "=" xay ra < m= L

tungdoy =2m-m°=1-(1-m)’<1

yA
Tap hop cua I(1, 2m - m*) la duoug thiang i
trén do thi (hinh 100,
. 2mx% - 4mx + 2m - 1 5
¥ B ety O 1 %
(x -1
Hinh 100

y dat cuc tri tai x;, x; thoaman :© 2x; +x,-1=0

& 2mx° —4mx + 2m -~ 1 = 0 ¢ hai nghiem phan biét x,, x, théa man

2)(|+x2‘—1:0

{A'-.: 4m?® - 2m(2m - 1) = 2m > 0
<«

Xy =1-(X, +x,)=1-2=-1

{m>0 1
e Lo’ ms= —.

2111(4)2 -4dm(-1+2m -1=0 8

(m - 2)x - (m? - 2m + 4)

Pé 60| Cho hamso : v =fix) = L

| F

X -m

Chuing minh riang ham so luén luén tang trén cac khoang ma né
xdc dinh.
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2. Chung to rang d6 thi cua ham s6 luon tiép xuc véi hai duong thang
co dinh

3. Tim cac diém trong mat phang ma do thi khong thé di qua du m
| laybat ki gia tri nao.

Giai
2
~2)x — (m? - 2m + 4
y=fix)= Mox-(m” -2m+d)
X -m
: 4 . . ; . e
Lys ——=p 30 = v tang trén ting khoang xdac dinh.
(X - m)

2. Puong thiang x = a khong tiép xic (C,,)
(d):y = kx + b tiép xic (C,,)

(m-2)x-(m®-2m+4) .
— = ¢6 nghiém kép

& kx+ b=
X = N}

[kxg tb+2-(k+Dmlx+m? ~(b+2)m +4 =0

; 1)(?’-‘1“
Ik;tO
= 22 2
la=(k-1D?m?+2b+2)k-Dm+(b+2?-16k =0 ¥m
k=1 k=1 k=1
- o hay
(b +2)? = 16k b=2 b=-6

Vay d;: y=x+2
d,: y=x-6 déu tiép xuc (C,) Vm.

(m - 2)x, - (m* - 2m + 4)

3. Mix,, v,) ¢ (C,,) Ym & y,= ——inl > v6 nghiém m
X, - m
X, #m
& i ;o
m° -(y, + X, +2m+x,y, +2x, +4 =0 vo6 nghiém m

& M= (Yo + X+ Q)m + XV, +2x,+4 =0 v0 nghiém m

& A =(x+Y, +‘2)2 — 4(x,y, + 2%, + 4)
= (X~ Y= 6) (X, =¥, +#2) <0

& X, -6<y, <x,+2

M6 ta tap hop cdc diém M
trén d6 thi nhu sau : M trong
phan gach chéo gita A, va A,
khong thuodc A, A..

Hl!l}l 101 91
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13- KHOANG CACH

AY

I- NHUNG VAN P CO BAN - B
1. Khodng cdch gitta 2 diém A(r\, ya), Blxg, yp)
L v A
AB = \/(XB—XA} +WB -ya)? B 5
O X Xy X
2. Khodng cdch tw mot diém M, dén mot Hinh 102
duong thang A
A
Mu(xo: yo) > Y Mu A
A:Ax+By+C=0 0
Ax, + B o 4 L 5
d(Mu: .j) = I—""_'”" T y = O/ v
\/A“ - BZ %
Hinh 103
3. Truong hop ddc biét :
rY K VAN
A X =a | Yo o) MU
dM,, & = |x, -al b N
A' : y - b - H
diM, &) = Iy,,*bz» - 0 a X i

Hinh 104
II- BAI TOAN MINH HOQA

)(2 - mx +m

Pé 61| Chohamso : y=flx)= ~— ——
x ke

Pinh m dé A(1, 2) la tam doi xitng cua do thi.

2. Khao sat su bién thién va ve do thi (C) cia ham s6 véi m vira tim
duge.

3. Xac dinh k sao cho dudng thiang y = k cdt do thi (C) tai hai diém
vdi khoang céch gnm ha: g;ao diém bﬁng Vi 5.

Giai
2 C—
B x° -mx +m

X -

5 =X+1

1. Chuyén truc
MERE R { =Y +2
X* ~ m”{

y=flx) o Y="-— : ; I(1, 2) la tam doi xing
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<> Y la hamle
o X-mX4+1=X-m-X)+1 vX
e o= 0, y A
2. m=0
y = xx:ll =x+ 1+ xil (C) 4f--- 1
D=R\ (1) / !
y = ﬁ;g; =0 e i i 0 —1/1 i X
(x-1) x =2 o] 2 :
x = 1 la tiém can dung /
y = x + 1 la tiém can xién Hinh 105
X | -» 0 1 +20
y + 0 ~ = 0 +
y 0 +% +C
B / \ B \ 4/7

D6 thi (hinh 105).

3. A:

y = k cdt (C) tai A, B sao cho AB = V5

o x*-kx+ k=0 c6 hai nghiém x,, x, théa man :

(xy — x;g)2 + (y] - yz)z =5

A=k?-4k>0

2
S 2 X — X
(X; +X0)° —4X Xy +{ X, —~ Xy + : =5
X1Xg —(Xg +X;)+1
k>4 hay k<0
2
o« 5 o < k=-1 hay k=5
k% -4k + xlmx2+(_’f.£__ilu} =5 4
k k-k+1
. x+x-5
Dé 62| Cho hamsé: y = S
X -2
1. Khao sat su bién thién va vé dé thi (C).
2. Tim trén hai nhdnh phan biét cua (C) hai diém A, B sao ch
khoang cach AB ngdn nhat.
3. Chung minh rang tich cac khodng cdch tir mot diém bat ki trén (C

dén hai tiém can luén bang mot hiang so.

9.



2 —
y=21X"0% _yia. L 0
X2 X -2
1. D=R\ (2]
2
P o= L~fi}~§—§ = < x=1lwv x=3
(x - 2)
X | - 1 2 3 +0
y + 0 = ~ +
y 3 +30 +%0
—I/ \ y \ 7//

Do thi (hinh 106).
y

o
whk—-——----
ER 4

Hinh 106

2. A, B la hai diém trén hai nhanh cua dé thi c6 hoanh do

X, =2-a . : , ; P oD
{ ; a, b khoang cach cua chung dén tiém can

X2=2+b
ab>0
2
AB* = (x[-xz)‘z+(x,~xz+wi-»‘m-"wl
X, -2 Xxy-2
‘ ; ,(1 L) T
= (a+b)'+(a+b)“(-—~—--+l] =(a+b) L2+—-+ : J
; \ab ab ab2
\ e
> > 8lV2 41

ab ab |

AB nho nhat la 8(\[2 - 1) khidéoa=b= ‘{/*12“ .
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3. Mix,, vy, ¢ (C)
Khoang cach tad M den tiém cian ding d, = x, - 21, dén tiém can xién
1
X. *3 ¥ X =9 1
d = , LR 5 diyd; = == = const.
V2 v 2 v
- . . ; (m-1)x + m
Pé 63| Cho hamso @ y = fix) = s (Hu)

1.

X +m
1. Khao sat va vé do6 thi (H) véim = 1.

2. Tim trén (H) nhung diém co tong khoang cach dén hai tiém can
nho nhat. '

3. Chung minh rang vm # 0. D6 thi ham so luon luén tiép xuc véi mot

dutng thang co dinh.

Giai
- 1)X +
ol = (m Dix m (H,)
X+ m
1
e y= - (H)
x+1
D =R\ {-1]
: 1
y=-—=—<0 VxeD
(x+1)°
x = -1 la tiém can dung ry
v = 0 la tiém can ngang
t ; 1
X | -% 2 +x
1 ' - ' N -2 -1 \ %
A | ~ ¢ | O X
waf et ]
v 2 4
XxX=0 = y = 1 Hinh 107

D6 thi (hinh 107).
Mix,; y,) e C
Khoang cach tu M dén tiém can dung d, = Ix, + 1]

1
1+ x

i

= d)d;)_ 2 2\/3:-&; % 2

Khoang cach tit M dén tiém can ngang d, = ]y(,l =

ol

Dau"="xayra < X, =0v x,=-2 = (dy + dp)min = 2

Ta c6 2 diém can tim : M,(0; 1), M,(-2; -1).
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m-Dx+m X +mx-x - -m-x- X
I =T
X +m X 4+ m m+ x

= (H,) ludn tiép xuc \:v=x-1.

X cosu + 2xsing + 1

Dé 64| Cho ham so : y =

1. Khao sat su bién thién va ve do thi cua ham s6 khi a = .

2. Trong trudng hop tong quat. xac dinh phuong trinh tiém can xién
cua db thi. Tinh khoang cach tir géc toa do dén tiém can xién.

- 8. Tim a dé khoang cach ay ldn nhat.

Giai
x%cosa + 2xsing + 1
¥om we -
Xx-2
—% = 3
1. a=n = L R (H)
y X - 2 X -2
D=R\ {2
2
y= 22220 o x=2:48
(x - 2)°

x = 2 la tiem can dung

y = -x - 2 la tiém can xién

X -0 2 =3 2 2 +4/3 +
- g & + 0 -
M\ e /-2(2+ V3) e
S o22-V3) ~x =
x=tl = y=0 S

D6 thi (hinh 108).

\.\9;/ 2

~2243) [- ===t

E 4

R .

Hinh 108
96



3.

X COS + 2XSinag « 1

N R e

: X~ 2

; 1+ 4(sinu + cosu)
= XN.CO8U + 2(sIng + cosul + ~

iy

X -«
Phuong trinh tiem can xién v = x.cosu + 2(sinu + cosa)

Khoang cich tu O den tém can la

2]sinu ¢+ cosu| 2|sinu + Cosui
( et =
‘/'_ 2 J2c0s? w
I+ eas-¢ 2c0s°a + sin‘u

Bat dang thite B.C.S

o v 1\’
4151 u + QCOS“)u)! L=
L2

d = = Jé

9 ¢ 2
/(Ecos“u +sinaw)
v

Dau =" xavra <  sinu = 2c0su

<> o= arctg2 + k2rn la gid tri can tim.
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14- HAM SO CO CHUA DAU CAN

I- NHUNG VAN bf CO BAN

. sr s 2 e . x
1. Ham sé fix) = \[a.x' +bx + ¢ o tiem cdn xién <> a > 0.

, b
2. fix)= Ja lx + —| = ax)
a
lim ¢x) =0
X >

: . . .. e b
Khi x — +oc : Tiém cdn xién bén phdai y = va (x + —

Khi x — —oc : Tiém cdn xién bén trat y = _— (x + 5-—-)
_ a

II- BAI TOAN MINH HQA

Dé 65] Chohamsé : y=fix)=x+ v"’2x2+1.

1. Khdo s4t su bién thién va vé d thi (C) cua ham s6.

2. Bién luan theo m s6 nghiém cua phuong trinh : x + \/Exz +1 =m.

3. Viét phuong trinh cua duong thang ti€p xic véi (C) tai diém c
hoanh dé la 2.

4. Tim tap hop cdc diem trén Oy ma tir d6 c6 thé ké duge it nhat mq
dutng théng ti€p xuc véi (C).

Giai
y = fix)=x+ \/éié—:fl (C)
1. D=R

2 ‘-‘41
X el s R il

Jax? +1 2

. : " i
\ Z2x~

y = 1+

(1+€§}(+Q(x) khi x > +>x va limQ(x)=0

X -4

(lu f‘ré)(+Q(x) khi x > -x va limQ(x)=0

X =+

Ta c6 hail tiém can xién y = (’1 + J:‘Z-)x; o= (1 - J“}x
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oG]

Hinh 109

;-c‘]f

y =+, \ + L
2
x= 0 =% y=1
Do thi thinh 109).
2. x+ \/2x2+1 = it (1)
Dua vao do thi, ta co :
¥ m< i © (1) vé nghiém.
* ms= Ve (1) c6 nghiém kép x = —X?«.
2 2
¥ om > \2 o (1) ¢6 2 nghiém phan biét.
8. Phuong trinh tiép tuyén tai M(x,; y,) € (C)
(1) = [1 +-_‘--.3§:—m_ﬁ— (X - X,)+x, + f2x +1
\ szg +1
Véi x, =2 thi (T):y= -:7x+ 3
3 3
4. Ay =kx +b qua MO; b) € Oy, c6 phuong trinh hoanh do giao diém

v ()

2x>+1 =(k-1)x +b
(k-1)x+b>0

[(k - 1) - 2)x* + 2b(k - Dx + b?

A tiép xuc (C) <> (2) ¢ nghiém kép thoa man (1)

k-12-220
o AN=b%k-1?-Ik-1D%-2b%-1=0
k -1 ——13—(1——~k-)~—— +b>0
(k -1)?

~-1=0

(1)
(2)
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t

(k~1)222 ‘ th()
& Ak-12+202-2-0 o Jik-1)%-2=-2b%

)

__..__.m,b}_ e (=) 5 () — '9.‘,"' — (-2 =]
(k-1)°-2 (k-1 -2
b>0
< (D , .
(k-1 =2(1-b")

Tu M ke duge it nhat 1 tiép tuyén dén (C) hé (I) c6 nghiém k

oy O<bgl

Pé 66| Cho hamsé : y=fix)= y2x(4-x) (C)

1. Khado sdt su bién thién va vé do thi cua ham sé.
2. Dung db thi bién luan theo m s nghiém cua phuong trinh :

Cy2x(4 -x) =mx +2v2 - 5m .

3. Goi (C) la hinh doi xung cua (C) qua Ox. Ching minh rang (C) va
(C') hop thanh duong (E) ma ta viét duge phuong trinh.

Giai

y={2x4-x) (C)

1. D =[0: 4]
Lo Tex+4
V@;Li - X)
X

d,
22| === = - -
12 . f
i 1
i |
| [ »
1 i
1 i
1 i
1 |
1 { _>
0 2 /l4 5 %

Hinh 110
Pé thi (chu y : tiép tuyén tai A0; 0) va B(4; 0) dung).
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2. v2x(4 - x} =mx + 242 - 0m V2N o x) = mUx - B) + 242 (1)

Sé nghiém cua (1 1a ¢ gino diem cua duosng thang (d) -

y=mix 5+ 2y vd U tid) luon qua At 2v2))
L B 2\2
Trén do thi, chi v 2 duiimy o, 1y = —=X
2
dy iy =2+2%x -~ 8.2

m < 0 :(d) khong cat (C) = (1) vo nghiém.
m = 0 :(1) co nghiém kép x = 2.

; 232 | . -

#* 0<m=s — : (1)c6 2 nghiém,

2\ 2

o

%

<m=<2v2: (1)c6 1 nghiém.

* m>2y2 . (1) vé nghiém.

3. Taco y \‘25((4 X} (C)

H

~y2x4-x) (C)

y =
(C) va (C') hop thanh duong (E) cé phuong trinh (E) : y* = 2x(4 - x)
2 . BiE
< (E): y (..x_._?_.).” =1
8 4

(E) 1a Elip.

D& 67] Cho hamso + v =flx) = -2x + kvx? + 1.

1. Vi k=5, hay lap bang bién thién va vé do thi cia ham sé.

2. Tum k dé ham svu co cuc ticu.

uial

flo) = 2% + kst + 1

e
H

R
1. k=8 == y:~2x+3\’x3+1

y. = ‘“2 =& 3-)‘ O O e X = ?»
vx2 +1 Vo
Y S J’x +Q(x)  khi x >+, limQ(x)=0
e s 33 |1+ = ' x.-—)cr,
2 xre \ X 1~5+Q(x) khi x —» -=, lim Q(x)=0

X 3 ot
fd,:y=x

Ta c6 2 tiem can xién '] -
id, 1y = -5x
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102

+%

“<
|

x«e0 =»> y=3 : 5
D6 thi (hinh 111).

v g, kx
, vx? +1

o (kx>0
y=0 o 2Vx*+1 =kx .o J y g :
k2 -4)x® =4 (1)

Hinh 111

* k<4 =  y =0vonghiém

y' lién tuc nén ¢6 dau khong déi = y khéng cé euc tri

* k*>4 =  (1)c6 hai nghiém x = 7:5%2:::&.-
vk? o
k > 2 thi:
X - = ""“'—"""‘,...'_.:-2—-:;: 0 r::—_g:::._—“_ +3C
vk® - 4 vk® -4
y' - 0 :,_ E = 0 +
’ - \ /i'-’JIC
k vk? - 4 |
vk® -4
k < -2 thi:
X -0 - —"-—‘—;2:_1‘;:‘ 0 *-'7:__-_2__..,“.“_* +0C
\/P -4 vk -4
y + 0 - :l -

i
/
/

y' khéng ¢é cuc tiéu
Két ludn : k > 2 thi y c6 cuc tiéu.



P S S
Cho ham so - v =fixi=mx" +ax+b ‘m # 0) ¢6 do thi la mot |

)
&,
g

parabel dinh Si2; 2.
1. Chung minh rang ab < 1.

2. Xac dinh m dé gix) = mcos2x + 2acosx + m + 2b > 0 vdi moi gia tri
cua Xx.

3. Xdc dinh m dé do thi ham s6 hi(x) = \ff(;:; c6 tiém can, xac dinh

cac duong tiém can nay.

— e ——

Giai
y=flx)=mx*+ax+b  (m=0)
1. D6 thi la parabcl dinh S(2; 2)
{ s
!2:“; j4m=—a (1)
= 2m e
14m+23+b:2 (A=an (2)

(2) ;
* a<0 = b>0 Vay ab<0<«1

(2)

bs0 = a>0 Vay abs<0<«1
* a>0, b>0
igr =5 2=a+bz2Jab =5 ab < 1.

2. g(x! = mcos2x + 2acosx + m + 2b = 2mcos“x + 2acosx + 2b

= 2(mt” + at + b) = 2f(t) vdi cosx =t € [-1; 1]
gxiz0vx <« flt)20 Vvtel-1;1]
< m>0 hay Jm <0 (D
[f-1)20
Chu thich -
()

2> 2
o] 2 t / of 2 \

Hinh 112

= W

m<0
1) P 1>0 ha
: ! Y {m~a+b20
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im < 0

i

e m>0 hay ¢
i s{m ~2a4+ta+bh)=9m+2=20

(do (1) va (2))

F e m2> - — va m = 0

9
3 (C):y=hix}= JIx) = ~\;‘1nx2 +ax + b
Es

m < 0 :(C) khdng cé tiém can

* m>0= fix)>2>0 ¥x (xem chu thich) do d6 mién xac dinh cta

hix)la D = R.
2
- 4b

ho) = Y+ 2} f1 - 22 - 4bm

2m (2mx +a)”
=JH x+—a-l—-}+Q(x) véi lim Q(x) = 0
2m X —+p
" Vay tiém can xién la :  d;: y:./;x+za khi x - +=
m

ds : y=-'\/—l;"l—x- a khi x — -,

ovm

X 4+ m
») :
vx©+1

1. Tuy theo cdc gid tri khac nhau cua m, lap bang bién thién cua f(x).

Dé 69] Cho hamso : y = fix) =

2. Bién luan theo m s6 nghiém cua phuong trinh : x + m = m vxZ+1.

Giati
y = x:m (C)
x“+1
1. D=R
1-mx
= x%+1)°/2
* m=0
X —C +
. o
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m >0

| 1
X . : +
m
y i + 0 -
| )
y | > m + 1 —
e |
¥ om<0
X 2 1 + 0
m
y - 0 +
2. x+m=mvx’+1 (1) < m:—ﬂ-
2

Sé nghiém cua (1) bing s6 giao diém cua d : y = m vdi (C)

* m=0: (1)co 1 nghiémx=20

* m>0:e¢ m<1: (1)cé 1 nghiém, e m>1: (1)cé 2 nghiém.

* m<O:e¢ m=>-1:(1)cé 1 nghiém, e m<-1:(1)cé 2 nghiém.

Két ludn - Im|l <1: (1) c6 1 nghiém,

lm| >1: (1)c6 2 nghiém.

X+ 1

Pé 70| Cho hamsoé : y = fix) =

vxZ-x+1

Tinh dao ham y' va xdc dinh dau cua né, tiu dé lap bang bién thién

cia ham so y va xdc dinh cuc dai, cuc tiéu (ndu c6) cua ham sg ay.

‘

Giai
X +1
Y= A
%2 seit 1
Bl =1
_ 3(x ~-1) -0 s _—
oy(x2 - x +1)3
X ~a0 1 +2
y + 0 -

x = 1 la cuc dai, y khéng cé cuc tiéu.
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o}
o,

Bién luan theo n1mién xac linh va tiém cdn cda ham s6 :

vx° -3x+2

m=

v = fix) =
X -m
Giai
x= 3% 2
y o
X = 1H

2 hay m=1: ham suybién

m e (1; 2): Mién xdacdimh D = (-=; 1] U [2; +x), khéng c6 tiém can
m ¢ [1;2]: Mién xdcdimh D = (-=; 1] U [2; +) \ {m}

x = m la t1ém can ding.

Pé 72| Chohamsé : vy =mx + m’+ ¥x* +1.
. Ching minh riang riém can xién bén phai cda dé thi luén tiép xic
vdi mot parabol co dimh..
2. Khim = 1. Khao sat su bién thién va vé dd thi (C) cia ham sé.
Tim quy tich cdac diém trén truc tung ma tir dé cé thé ké duge it
nhat mét tiép tuyén tiép xic vdi do thi (C) cia ham sé.
4. Vi gia tri nao cua a thi phuong trinh sau c6 nghiém :
X+ 1+ \-;xz‘ -»i = a.
* Giai
1. y=mx + m® + Jx2 +1 (Cin)

106

o
=mMX +m” + ’Xl

=mx +m’+ x| + Qx) vl lim Q(x) =0

-

|
\;} B x‘)

Vay tiém can xién bén phailla© d y=(m+ Dx+m?® (dox >0)

2 9"
X X
—+m! —— +X
(2 } 4

s d:y=
- 2
Vay d luén tiép xuc vai (P1 - w - '1 EX

m=1 = y=x+1+yvx*+1 (0

D=R
y=14 —=-.>0 vxeD
VXl

vi vx2+1 +x> x| +x20 vx



y = 2x + 1 la tiérn can xién bén phai

y = 1la tiém can ngang (phia trai)
X ! 8 + 1
e A——
¥ +
e  — I AR e
y | P 47
e
x= U e o=

D6 thi thinh 113)

v A
_—/Z/
1
0 2

Hinh 113

. Ay =kx+bqua MO;b) e Oy ¢6 phuong trinh hoanh dé giao diém vai (C)

\(x2+-1 =tk -1I)x+b-1
(k-Dx+b-120 (1)
[tk - D% =11x* + 2tk =1)b - Dx + (b - 1)?

~1=0

(2) A tiép xue (C) <= (2) ¢6 nghiém kép thoa man (1)

A=tk=1° +tb=-12=1=0
o k-1 -1#0
- "
| le=1r-1 |
Ib;‘l
& !(k,nir; ib-=1 %1 o>
"
(kwnwkfhm;é)+bwizo
L b-17

Tit M ké duge it nhat 1 tiép tuyén dén (C)

[b:-l
k-2 =-b-1%+1 3

(b>1
&> (3)cé nghiémk (vdib>1) ) " < T ehs 2
[b-1)?% <1
x+l+\"’x2+1:a (1)
(5 & y=x+1l+vx*+1 (C)
y =a (Aa)
(1) c6 nghiém <  Aa cat (C) < a>l.
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Phan II
CAC PE KHAO SAT HAM S0
THI VAO CAC TRUONG DAI HOC

NAM 2002

1. TUYEN SINH DH, CD 2002 - KHOI A

Chohamsd: y=-x"+3mx +31-mx+m’-m° | (1)
(m la tham s6).

1. Khao sdt su bién thién va vé do thi ham s6 (1) khi m = 1.

2. Tim k dé phuong trinh : - x” + 3x° + k’ - 3k” = 0 ¢c6 ba nghiém phan biét.

3. Viét phuong trinh dudng thang di qua hai diém cuec tri cia do thi ham
s0 (1).

Giai
1. m=1 = y=-x"+ 3x°
Tap xdc dinh Vx € R,
y = - 3x” + 6x = -3x(x - 2), ¥y o= g o (
{

y' = -6x+6=0, ¥ =0 < x=1

Bang bién thién :

X —r 0 1 2 +7
y =D + 9 S
y" 7 + 0 P
y |+ lom - 0 .~ 4 \
CT/2 Cb g Ay
0 10i
, K'Y
) x=0 : :
y=0 ) 'x =3’ | 2 - :
L ! 1 1
| i ;)
y(-1)=4 . P 5
D6 thi : hinh bén. e \5 X
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2. Cach 1:
Tacéd: x' +3x°+k -3k"=0 e A o g 3K

bat a = -k' + 3k".

Dua vao do thi ta thay phuong trinh : -3x’ + 3x” = a ¢6 3 nghiém phan

biat o O<ac<4

. , 02 k <3
&5 O<-k' +3k" <4 o

(k +1)0k® -4k +4)> 0

j"O:k<3 i’-wla’k<:3
[(k+1){kv-2‘;2‘>0 - lk 20~k #2.

0

Cach 2 :
Tacod:-x" +3x“+k’-3k*=0

o (x-kIx*+(k -3)x +k’ -3kl =0 c¢6 3 nghiém phan biét

< fix)=x" +(k - 3)x + k” - 3k = 0 ¢6 2 nghiém phan biét khac k

> 4

k2 +k? -3k+k?-3k=0 lk#O/\k#Z

A\

{A=~m8+6k+9>o [-1<k<3
L

3. Cach I: y =-3x"+ 6mx + 3(1 —m*) = -3(x - m)* + 3

0 X, =m-1
= <>
Y Xo =m+1

Ta thay x, = x, va y' déi dau khi qua x; va x, = ham s6 dat cuc tri tai x,

va X9 .

yi.= y(x;) = —-m® + 3m - 2 va  y.=y(x) = -m*+ 3m + 2

Phuong trinh dugng thang di qua 2 diém cuc tri
Mim-1;-m*+3m-2)vaMym+ 1;-m” +3m + 2) 13 :

2 ‘
X-m+1 y+m~ - 3m + 2 ; 2
i 10 _2 - Y A e <> Yy =2x -m” + m.

Cach 2: y = -3x*+6mx + 3t1 - m*) = -3(x - m)* + 3.

Tathdy: A'=9m° + 91 -m“)=9>0 >y =0c6 2 nghiém x, # x, va y'

déi dau khi qua x, va x..

Ta c6 : y = -x"+3mx*+ 3(1 - m)x + m’ - m’

= (% X~ l:;) (-3x"+6mx+3-3m)+2x-m” +m

Tudaytacé: y,=2x,-m°+m va y,=2x,-m‘+m,

Vay phuong trinh duong thing di qua 2 diém cuc tri la -y = 2x -~ m* + m.
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2. TUYEN SINH DH, CD 2002 - KHOI B

Cho ham s6 : y = mx"' + (m® - 9)x* + 10 (1)  (m la tham s8).

1. Khao sat su bién thién va vé do thi cua ham s6 (1) khi m = 1.

Tim m dé ham s6 (1) ¢6 ba diém cuc tri.

110

Giai

. Vé6im=1tacé :y = x' - 8x° + 10 1a ham chdn = dé thi d&i ximg qua

Oy.
Téap xdc dinh vx € R
, ; -0
- - 4 o=t - 2 o 4 ' =
y = 4x" - 16x = 4x(x ), y=0 & - 42
y“=12x2-16=12(x2~5‘f), Y20 o x=t=
3 V3
Bang bién thién :
X |- -2 mg 0 A-g: 2 +20
v3 V3
- 0 + 0" - 0 +
- 0 +
+0 +3C
lom / \ 16m
-6 -6

Hai diém cuc tiéu : A,(-2; -6)
va Az(2; -6)
Mot diém cuc dai : B(0; 10)
Hai diém udn : U, (——‘-2 : }—9]
NER
2 10]
J3 ' 9
Giao diém cua do6 thi vdi true tung la :
B(0; 10)
D6 thi cit truc hoanh tai 4 diém c6 hoanh do :

x~*+\,4+\6 va x:t‘é&—\&,

&

va U;(




v = 4mx’ + 20m” - 9x = 2x(2mx” + m* - 9),

- x£0
y=0 o g 3 |
2mx% +m? -9 -0

Ham so co ba diém cuc tri <> phuong trinh y' = 0 ¢6 3 nghiém phan biét
(khi d6 y' doi dau khi qua cac nghiém) <> phuong trinh 2mx” + m* -9 = 0
¢6 hat nghiém phan biet khac 0.

‘m 20
2mx* +m*-9=0 o xz_gmmg
2m
. y 2 e . m < -3
Phuong trinh : 2mx® + m® - 9 = 0 c6 hai nghiém khdac 0 <
0<m<3.
. . . - . m < -3
Védy ham so c6 ba diém cuc tri =
0<m< 3.
3. TUYEN SINH BH, CD 2002 - KHOI D
T
i Bl 8 sy R (1) (m la tham s6)

x-1

1. Khao sat su bién thién va vé do thi (C) cia ham sé (1) ¢ng v6i m = -1.

Tinh dién tich hinh phing gi6i han béi dudng cong (C) va hai truc toa do.

3. Tim m dé do thi cia ham s3 (1) tiép xic véi dudng thing y = x.

Giai
Khim=-1,tacé:y= 9x—1 . 4
x-1 x -1
TXD: x#1
CBT: y'= u-»«é-wz— >0, Vx#1 = ham s6 khéng c6 cuc tri.
(x -1)
limy=-3; limy=+x; lim =-x
X-—»®0 x—! x—1°
BBT :
X —® 1 +
y ¥ +
/+:1:
y | 37 -3
—0 /
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2.

3.

TC: x =1 1a tiém can dung vi himy = =

L |

y = -3 la tiém can ngang vi limy = -3
X+

Giao vdi cdce truc : )
x=0 o5 ¥y i ‘/

y-'—‘O = )(.:—-21 -3

i 4

Pé6 thi : hinh bén
Dién tich can tinh la :

g fl(g'x_l)dx_-‘.%‘rdx— e
-\ x-1 x-1
3 3
= - 3.%«411‘:1){—1[} — 1+ 4]n~' (dvdt).
3
e (2m - 1)x - m” " C e
Ki hiéu fix) = RS T Yéu cau bai toan tuong duong vdi tim m
x —
: .. Cf(x) =
dé hé phuong trinh sau ¢6 nghiém : (H) .x-) X ,
f (x)=(x)
( 2
ek B ~x-m)® _
x -1 x -1
Taco: (H) <« ¢ , = 5
(:—_(x m) ) -0 -2 -mix - 1)+ (x -m)" - 0
x -1 ) { (x -1)°

.

Ta thdy v6i vin # 1; x = m luén thoa man hé (H). Vi vy Vm # 1. (H) luén
c6 nghiém, déng thai khi m = 1 thi hé (H) vé nghiém. Do d6 dé thi ham
s6 (1) tiép xidc véi duong thiang y = x khi va chi khi m # 1.

PS: m=#l1.

NAM 2001

4. DH QUOC GIA TPHCM - KHOI A

Chohamsé: y=2x"+3im-3x*+11-3m (Cy).

. Cho m = 2. Tim phuong trinh cdc dudng thang qua A(-}g ,4) va tiép xic

vdi do thi (C,) cua ham sé.

. Tim m dé ham sé c6 hai cuc tri. Goi M, va M, la cdc diém cuc tri, tim m

dé cdc diém M,, M, va B(0; -1) thang hang.
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Giai
vz fx) = 2x" + 3tm - 3)x* + 11 -~ 3m )

. m=2: fix)=2x"-3x“+5 1)

Phuong trinh duong thang (d) qua A{ig , 4} va c6 hé so géc k la :

[ 19) 19]
—4 =kl x -2 =kl x - == 4 = of
y kx 12) = y \&x 12 i+ g(x)
it s f(x) = g(x) . -
(d) tiép xuc vé1 (C,) ' c6 nghiém
Fix)=pg'{x)
2x? = 3x® 5= x—£9-)+ '
- 12 c6 nghiém
6x° -6x=k
3 7 9 19 i
& 2x” - 3x” + 5 = (6x" - 6%) (x - d1w2) +4 c6 nghiém (1)

(1) o 8x'-25x*+19%x-2=0 o (x-1)8*-17x+2)=0

X =1
Xx=1
£ . e (x=2
8 -17x+2=0 1
X = ~—
L 8
e THI: x=1 = k;=0 = (d):y=4
e TH2: x=2 = ki= 12 = (dy):y=12x~ 15
e TH 3 : x3:-~1, o k3:~+21 i (d:s):yz.._%.:!’.x,{. _64_5_
8 R V. 32 128

Vay qua A c¢6 3 dudng thang (d,), (d,), (dy) tiép xic véi db thi (Cy).
. f'(x) = 6x* + 6(m - 3)x.

fiixia’ & ["20
' Xx=3-m
f(x) c6 2 cuc tri < 3-m#z0 & m=#3 -
Ta ¢6 : fix)=f ‘(X)E X + ;_11;3] +[-(m - 3)* + 11 - 3m]

Phuong trinh duong thdng M|\M. : y = «(m - 3)’x + 11 - 3m
M,, M,, B thang hang < Be MM,

et -1=11-3m &S m=4.
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5. DH QUOC GIA TPHCM - KHOI B

Khao s4t su bién thién va vé do thi ham s6 : y = 3x - 4x°.

Giai
Khao sat su bién thién va ve db thi ham sé : y = flx) = 3x - 4x°.
Mién xdc dinh D = R
f'(x)=-12x*+ 3

; - 1 1
f'x)=0 o x‘l=z = x:ii.
Bang bién thién :
N I 1 v
2 2
f' - 0 + 0 -
f

/
\
/

f"(x) = -24x
f "(X) z 0 [acs: x=0
Bang xét tinh 16i 16m :

X -0 0 +3

f + ) ~

f l1om b uén 161
(0, 0)

Dé thi : hinh bén.

6. DH QUOC GIA TPHCM - KHOI A, B

x+2
x =1

Chohamsé: y-=
1. Khdo sat su bién thién va vé do thi (C) cua ham sé.

2. Cho diém A(0, a). Xdc dinh a dé tu A ke duge hai tiép tuyén dén (C) sa
cho hai ti€p diém tuong ung nadm vé hai phia déi véi truc Ox.

Giai

2
y = fix) = ’;* . ©

1. Khao sdt va vé do thi (C) cia ham s6.
Mién xdc dinh : D = R\{1}
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-3 )
Fixl = - = 2§
x - 1)°

lim fix) = 1: Tiém can ngang 'y = 1.

X Shir

limfix) =« : Tiémcan dung : x = 1.

X = ]
Bang bién thién - ya
X 3L 1 +7
f . " 1
f 1 4+ . >
-2N\0O| 1 JX
\ B \ 1 3
D6 thi : hinh bén.
. A(0; a)
Phuong trinh tiép tuyén (A) vdi (C) tai My(x,; Vo) © ¥ - ¥o = f '(X,) (X — Xx,)
Ae(d) & a- (x ! 2) umi_m 0 - x,)
-1 (x, - 1)?
X, #1
= 2
(a-1)x; ~2(a+2)x, +a+2=0

Pat: fix)=(a-1) x2 -2a +2)x,+a+2

a=l
Qua A ké dugc 2 tiép tuyén & Asig - {a > ~1—2
f(1)= 0 g

Khi d6 goi M(x;; v;), Muy(xy; y.) la 2 tiép diém ta c6 : M;, M, ndm vé hai

phia déi véi Ox.

< Y1y <0 = _X1+2 o <0 & X1Xg +2(X) +X5)+ 4
kxl"-l 2—1 x1x2—(xl+x2)+1
J 2a + 2)
) X1+ 2MMMT
Theo Viét ta c6 : a
X, X :-E—i-:uz
1Xe =273
(1) & a_+27+ a+‘2)+4(a 1) <0 o %_ﬁ<0 e e B
a+2-2a+2)+(@-1) 3 | '
..
Vay :
a#l.

<J (1)
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7. DHKINH TE

2 e 3 -
Chohamsé: y = el S 9.
-X +2

a) Khao sat su bién thién va vé do thi ham so.

-

b) Tim tat ca cdc diém M trén truc tung sao cho tir M ké duge tiép tuyén

véi db thi, song song véi duong thang y = - Z’ X:
Giai
»)
X -6x+9
Y e B} s
-Xx + 2

a) Khao sat su bién thién va vé do thi cua ham s6 :
MXD : D = R\(Z)

2 :
frg= X FT4%-3, fix)=0 < x=1vx=3.
(-x +2)° = ‘
lin% fix) = »: Tiém can ding : x = 2.
lim fix) = = : Tiémcan xién: y = -x + 4.
-0 1 2 3 +2
- 0 + + 0 -
+x + .‘ 0 y
\ CT/ /CD\
4 | — 4
D6 thi : hinh bén. ]
b) Xét M(0, m) thuge Oy 0 4
Goi (d) 1a dudng thang qua M va c6 hé so géc k.
Ta c6 phuong trinh cua (d)la : y - m = kx.
3 3
A/ y=-—-x = k=--=
: )iy 1 =5 A
x 3
Vay (d) : y = —Zx + 1m
“ ry C
!x»w6-§2'»9:w2-x+m X =4 x=0
(d) tiép xuc v6i (C) <« ) —;x : == 5 v 9
: |-x% +4x -3 3 m= - m= —
[ B e \ 2 2
| ey 2% 4
” .o i 9 5
Vay cé 2 diém M thoa man de bai: M,| 0, S va M, 0, 5
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8. DH NGOAI THUONG TP.HCM - KHOI A

2

. : . . . . X< +2x - 2

1. Khao sat su bién thien va vé do thi cua ham so 1y =~ |
 FE |

2. Tim diem M trin 46 thi cua ham £é sao cho khoang cach tir M dén giao
diém cua hai durng tiém can la nho nhat.

Giai
X* + 2% -2 Y4
y=fix' = ————
X -1
1. Khao sat ham so
6L
MXD : D = R\ {1}
X“ - 2x 3

f‘()\'): e
(x - 1)° /
2
| =3

: Xx=4U
fixiz 0 < . / 0

Bang bién thién :

A 4

e §
POl v i e

X | -= 0 1 2 +00

f' + 0 - - 0 +

f 2 +0 40
. / \f-x-. \ 5 /

lim fix) = =

X @
1
=X+ 3+ L ————
¥ ' R = 1/
. { 1 .. , i
lim| —— | =0: Tiém can xién : y =x + 3.
X-+2 v X —
lim fix) = o ; Tiém can ding : x = 1.
X -1
D6 thi : hinh trén.
2. Xét diém M(xy; yy) trén do thi
bat: xy=1+a (a>0) = ymMm=a+4+ —
a
Giao diém cua 2 tiém can : I(1; 4)
. S5
IM* = a° + (a + 1) = 2a° + «-1 + 2
a az
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Theo Cosi: IM?>2V2 +2

IM > {2V2 + 2

IMdat GTNN = IM= {2/2+2 & 2a°= =
a

Lomes a-*“*“"'

1
2 V2

X=1+— x“l-----
4 4

Ml< J’z- y M.Z{ J_

y=4+—=+42 y = 4~-—-———‘{[§.

g/_

9. DH Y DUQC TPHCM - KHOI B

2 2 ! 3
. mx - +(m“+1)x+4m° +m
Cho ham s§: y= 2 ! (C,).
X+m

1. Khdo sdt su bién thién va vé dé thi ham s6 khi m = -1.

2. Tim cdc gid tri cia tham sé m dé dé thi (C,) ¢6 diém cuc tn thudc géc
phan tu tha (II) va mot diém cuc tri thuge géc phan tu tha (IV) cia mat
phéng toa do.

Giai
2 2 3

mx“ +(m” +1)x+4m” + m \

y= f(X) = R ((-’m)
X+ m
1. Khao sat su bién thién va vé do thi hamso i m = -1

flx) = w4 4 By

x~1

Mién xdc dinh : D = R\(1)

£lx) = == +2x9+3

(x - 1)°

f'x)=z=0 o x=-1vx=3
lim fix) = o : Tiém can ding : x = 1

X1

lim fix) = »

X —» o0

4 i T
y=-xXx+1+ -*m———l Tiémcan xi1én :y=-x+ 1
% - .



Bang bién thién

X L ~1 0 1 +w0
£ : 0 - + 0 =
f +7 P Cb
™
~_ 4 / /~4 \
2 oT 45 E
bo thi :
YA/
x\‘i
i
1 WL 3 .
0 X
f
-—4— ol
mx> +(m? + 1)x + 4m?® +m
filxy = (Ci)
X +m
£ (x) = mx° + 2mzx‘~ 3m?
(x + m)?
N = 4m'
fix)co 2cuctri < m =+ 0
'x m’ - 2m? 3
e - 6 0 § 1 N
: m (Yl =1-5m?
2 2 = [ 1 2
-m- +2m g &
Xg = ——————— =1N Y2 e
| m

Doy, > 0 nén dé M.(x,; y2) thudce gée phan tu thi (I1) ciia mat phéng toa

do taphaico: x, <0 <« m<0 (1)
Khidé: x;=-3m>0
Pé M,(x,; v,) thude géc phan tu (IV) cia mat phang toa doé ta phai c6 :

B

m<-—
y1<0 < 1-m<0 = m’> i = (2)

@
o |6

(1) va (2)cho:m < —«»-g—.
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10. TRUNG TAM DAO TAO BOI DUGNG CAN BO Y TE TPHCM

Chohamsé: y=fix)=x"— (m+ 3)x°+ 3x + 4 (m la tham sd).

1. Tim m dé do thi ham s6 ¢6 diem cuc dai va diém cuc tiéu. Khi dé viét
phuong trinh dudng thang di qua 2 diém cuc tri nay.

2. Tim m dé f(x) > 3x véi moi x > 1.

Giai
y=fix)=x'-(m+3)x*+3x+4
1. f'(x)=3x*-2(m+ 3)x + 3

A=(m+3°-9=m’+6m
Ham s6 ¢6 CD va CT & A>0 o m+ 6m>0

= me<-6vm>0

2]
Tacé: fix)="f '(x)[l X — ’3_*_"__3) +lo_ 2(m + 3)* g B 5
8 9 J 9 3
flx) = f'(x).q(x) + r(x)
; y = f
M(x; y) la diém cuc tri = Jy X)
|f'(x)=0

= y=flx)=f'(x).qx)+rx) = ¥ = rix)
Vay phuong trinh dudng thing di qua 2 diém cuc trila : y = r(x)

2. ' fix)23x, ¥vx 21 (1)
o X-m+3)x+3x+423x o X' -3x+4>mx?

3 2
X 33c+4>

4
© X+ — 23+m, ¥x21

x? - %"
bat: gx)=x+ =53 g'(x)=1—§—§~ = 5(—334m8—)
X X X
Bédng bién thién cha g(x) :
%] 1 2 430
g - 0 +

g 5\3/79

(1) = 3>3+m <« 0>m

¥

Vay: 02>m.
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11. DH NONG LAM TPHCM

a) Khao sat, ve do thi (C) cua ham s6 @ v = x + 3x7,

b) Tim tat ca cic diem trén true hoanh ma ti d6 ve duge dung ba tiép
tuyén cua do thi (C), trong dé c6 hai tiép tuyén vuong gae vdéi nhau.

Giai
y = fix) = x* + 3x*

a) Khao sat va vé do thi cia ham so

MXD:D =R
f'(x) = 3x° + 6x = 3x(x + 2)
Fpgel e |
X =-2
Bang bién thién :
X - -2 0 4%
f + 0 - 0 %
f - /, 4\ 0 //? +0

f'(x)=6x+6
f =0 < x=s-1
Bang xét tinh 161 lom :
X ~aC -1 +00
f - D +
£ 160 (B uon]| lom
b6 thi : hinh bén. -
b) Xét diem M(m; 0) trén Ox

v

Phuong trinh dumg thing qua M va c6 hé s& géc k : {(d) : y = k(x - m)

, x* +3x% = k(x - 1
(d) tiép xic vér (C) ) X S s c6 nghiém.
3x“+6x =k (2).
Thay (2) vao (1) ta c6é : 2x" - (3m - 3)x* - 6mx = 0
i'x = 0
<= 2
12x* -(3m -3)x -6m =0 (3)

x =0 — k=0
Ta thiy qua M c6 tiép tuyén la Ox. Do (C) khong thé cé tiép tuyén
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vuéng géc véi Ox nén ta chi can xét phuong trinh (3). Goi x; va x, la

nghiém cua (3) |
X1Xo = -3m

Theo Viét ta c6 : Fipy =3

Xy + Xg = ——
1T Xe =T

M théa man dé bai <

< (3) c6 2 nghiém x,, x, thoa man : (3 xf + 3x,1(3 x§ + 6xy) = -1

<> m= —

(3m-3)° +48>0 1
9x, x, )2 + 18x'1x2(x1 + X))+ 36X1X, +1=0 27

Vay c6 mot diém M théa man dé bai la : M(-z% 0).

12. DH SU PHAM KY THUAT TPHCM - KHOI A

92 B
Chohamsé: y= X mix 2 v6i m la tham sé.
x -

1. Xdc dinh m dé tam gidc tao bdi 2 truc toa dé va dudng tiém cén xién
ciia d6 thi cia ham sé trén c6 dién tich bing 4.

2. Khéo sdt va vé dé thi ham s6 trén khi m = -3.

Giai

_ 2x? + mx - 2
l. y S ﬂx) e e rerrererreeer s
x -1
(Cm) cotiémcan xién (d): y=2x+ m+ 2
-m - 2

[y

(d) cidt Ox, Oy tai : A( : 0) B(O; m + 2).

S = dt(OAB) = -éOA.OB . }(m , 2y
S=4 o —1-(m+2)"’::4 = (m+2)¥=16 = % =0
4 m =2
2. m=-3,tac6: y=flx)= ?x‘;&x:z
X1
MXPb : D = R\{1}
2 |
) = 2N .‘fi‘-z-i?-- >0, vxzl
(x - 1)
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Bang bién thien -

X ’ 1 +

f +

f / i R

— —0C /

, o o . B Y
hmfix) = = : Tiém can dung :

X > 1

lim fix) = %

X & 2

3

y=2x-1- ——
J % — 1 l
Tiém can x1én 1y =2x - 1

P4 thi : hinh bén.

13. DH KIEN TRUC TPHCM

)
)

Khédo sdt ham s6 : y = x° - 5x +4.

Cho hai parabol : y=x“-5x+6 va

y = =x® + 65X = 1,

Viét phuong trinh tiép tuyén chung cua hai parabol trén.

)

Giai
Khao sat ham s6 : vy = flx) = x* - 5x + 4.
l\ffXD : D = R

f(x)=2x-5
: o
fiix)=0 o X = —
2
Bang bién thién
X 5
A - +%
2
f - 0 +
f 4+ 30
\ i 9 /
4

)
N

b - - -

i
alo o
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b) (Py):y=x"-5x+6
(Py) i ¥ 2 =% 4 Bx =11
Goi(d) : y = ax + b la tiép tuyén chung cua (P;) va (P.).

Ta c6 hé phuong trinh :

x? -5x+6=ax+b . ‘x2~(5+a)x+6—-bz0 (1)
x¥+5x-11=ax+b ~ |x®+(a-5x+b+11=0 (2)
" - " (A, =0
(1) va (2) c6 nghiém kép = i
(@a+5)° -46-b)=0 (3)
o ﬁ ,
(a-5%-4b+11) =0 (4)

Liy (3)- (4): 20a+8b+20=0 = 4b=-10a+ 1)
3) => a’+10a+25-10a+1)-24=0

a=3 b=-10

2=9
- 2 = L“"“B Bb=5

Vay c¢6 hai tiép tuyén chung cua (Pp)va (P)la (d): y=3x-10
(d): y=-3x+5.

14. DH CAN THO

)
5 = 9
X

1. Khao sat su bién thién va ve do thi (C) cua ham sé.

2. Tim trén dudng thdng x = 1 nhung diém M sao cho tit M ké cugce 2 tiép
tuyén téi (C) va hai ti€p tuyén dé vuéng goéc véi nhau.

Giai
> - 3x + 2
y = f(x) - .?_{._...._. *3)‘?’_
X
1. Khao sat va vé dé thi
MXD : D = R\ {0}
%% % B
f'(x):,,:g,”; f'(x)=0 & XIi\[é

X

Bang bién thién :
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X s 2 0 2 4+
f 0 | 0 +
f f'_’,\/g v 3 i +r Ty
P | -
= N | . ///2
~ || 2J2 -3
yA\
Tiem can ding @ x = 0. //
Tiém can xién : y = x - 3. xi! 0 Ry >
Do thi : (hinh ve). !
|
I
. '
‘ _ ! S,
Xet diem (1: m) trén duong thang x = 1 ‘
3 = . y . 1
Xét duong thang (d) di qua M va c¢6 hé [
s6 goc k '

(d): y-m=kx-1)

Phuong trinh hoanh do giao diém cua (d) va (C) :

2 _ Ay . O ‘ ) )
R EEE kix ~1)+m < x*-3x+ 2 =kx" - kx + mx
X
& (k-1x*+B3+m-kx-2=0 (1)
(k 21
(1) ¢6 nghiém kép < |
la=0
A=0 = @B+m-KkF+sk-1)=0
<  k*-23 +mk + 8k + (3 + m)’-8=0 (2)

Tu M ke duge hai tiép tuyén vuong gée dén (C)

e (2) ¢o 2 nghiém k,, k, thoa man kk, = -1 <« 2 iy
a
o> (3 +m)f~8=-1 o B+mr=7 & m=~3t~ﬁ

Vay ¢6 2 diém thoa man dé bai la : M(1; -3 « 7).

15. DH DA NANG - KHO1 B - POT 1

7
: ) X4+ x+1 : y o v
Cho ham sé : y = ———>-. Khao sat ham s6 trén.
X
Giai
X2 4%+ 1

Khao sdathamso : y =
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MXD : D = R\{0}
2 —
T %)= = : !
X
fix)=0 <% X =zl
Bang bién thién :
X | -» e | 0 +
f T+ 0 - - 0 +
f Cb 40 4 4+
/ -4 \ \ 3 /
—a0 —oo f CT
lizr(n)ﬂx) =x: Tiémcanding: x=0
X "
Iin})f(x) =x: Tiémcan xién: y=x+ 1.
X
D6 thi : hinh bén. A
3_.
|
|
I
v
o -l 1 5
P Of 1 X
41

16. DH DA NANG - KHOI A - DOT 2

Cho ham sd : y = x* - (2m + 1)x* + (m* - 3m + 2)x + 4.

a) Khao sat ham s6 khi m = 1.

b) Trong trudng hop tdng quat, hay xdc dinh tat ca cdc tham s& m dé d
‘ thi cia ham s6 da cho c6 diém cuc dai va diém cuc tiéu & vé hai phi:
cua truc tung.

Giai
y = flx) = x> - (2m + 1x* + (m* - 3m + 2)x + 4
Khao s4t ham s6 khi m = 1
fix)=x"-3x*+4
Mién xdc dinh : D = R,
f'(x) = 3x* - 6x = 3x(x - 2)

a)
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fixy=0 e %= (i =2

Bang bién thién :

X —0f 0 2 +C

f + 0 0 +

f 4 +
f'(x)=6x -6

:':> f'x)=0 <o %= 1

Bang xét tinh 161 lom :

X —a0 1 +20
fr - D +
B oo
f 161 l uon lom
(1; 2)
Po thi : hinh bén.
b) f'(x)=3x*-22m + 1)x + m* - 3m + 2

D6 thi ham s6 ¢6 diém cyc dai va cuc tiéu ¢ vé hai phia cua Oy.
< f'(x) ¢é 2 nghiém x,, x, trai dau

o ac<0 o Im°-3m+2)<0 = l<mc<?2.

NAM 2000

17. BH QUOC GIA TPHCM - BOT 1
2 %

Cho ham sé : y = i—-w—-)-(-j—-l-

F x-1

1. Khio sit sy bién thién va vé do thi ham sé.

2. Tim tat ca nhimg diém M trén dé thi sao cho tdng cdc khodng cach tir
M dén hai duong tiém can la nhé nhat.

Giai
2

x -xxl
x-1
1. Khao sat su bién thién va vé do thi :

a) MXD: D=RN\ (1)

y = fix) =
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x? - 2x . |x=0

b) fix)=~ Fony i) 5 )
(x - 1) Ix=2
c¢) limfix)== y=X+ -
X% s D,
e ; 3 ~ o o o e
lim | ——| =0 Ham so co tiém can xién |y = X.
xsn» \X -1
lim f(x) = = : Ham 506 ¢6 tiém can dimng : x = 1.
x—1

d) Bang bién thién :
X - 0 1 2 +%

BRI U
£ + 0 - | -0+

f ch iiff N +0
/—1 \ i \C’I‘/
: x| 3

-~

€Cb :0) = -1; yp

CT : f2) = 3.

e) D4 thi: hinh bén. gl L

2. Xét diém M(x; y)

i

|
i
]

Xx -1

i 4

(o

Phuong trinh hai tiém can :

AL y=x & x=~y=0
Azl ix=z ]} o x=-1=0

BAt S d(M, A+ d(M; Az).

(o
%yl x5
Ta ¢6 : o il,‘:y +Ix -1l = P Beamanen Ix - 11,
V2 v2
S = --~r;~«-1—v —— 4+ X~ 11,
\[‘Zix-~ 1l

Theo BDT Cosi: a+b>24ab.

Ta cé : S5 2'2J--~—}m—m—.lx»~1|
ﬁlx-ll

S5 2 k] :

.
42
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Sda: CTNN - = - : = |3 — ¥
& Gl =

1 : 1

X =l i

i : = | {2
x i i

i ' 1

N o g « I < -1 )

% L V2

Vay c6 2 iem M thoa man de bat .

L | 1
.‘\'g 2 l o ot \ y ™ 1 e
; ' 4 2 | = ‘3'2
M, ! ‘1 : M. \1
i = Lv e £y EPER By 1
\ ..2 \2

18. DH QUOC GIA TPHCM DOT 2

Cho ham s6 v =mx -3mx" +(2m + Lx + 3 - m (C,).

1. Khao sat su bién thién va ve do thi khim = 4.

2. Tim tat ca ciac gid tri cia m sao cho ham so6 ¢o cuc dai va cuc tiéu. Chung
mink rang khi do duong thang not hai diem cus dai va cue tiéu caa do thi
(C.) luon di qua mot diem ¢o dinh.

Giai
= Hix) = mx' -3mx® +(2m+ DUx+3 -m (C,)
1. Khas siat su bien thien va vé do thi cua ham s6 khim = 4
v =fx] =dx’ - 12" + 9% ~ 1
a) MXD:D=R

b) [ix)=12x" - 24x + 9

3
X = —
: ; d A o H o . 2
F %) =4) &5 4x” ~8x +3=0 - 1
X ==
2
¢) Bang bién thién :
1 3 o
. : : _
- 2 2
f + 0 = 0 +
f Cb /

e -1
CDZ f(l) ‘-‘-"I, CTf(:-;\) = -1
&) g
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d)

f"(x) = 24x - 24; fiixy=0 & % =

y
X —of 1 +x
; 1
f" - 0 +
f 16i 0 lom
e}

biém uén : I(1;0), x=0 = y=-1

c¢) Db thi : hinh bén. -
2. a) fix)=mx’-3mx*+2m+ 1)x+3 -m
f'(x) = 3mx* - 6mx + 2m +1
) - az0 m#0
fix) cé cuc dai va cuc tieu < { : .
, A>0 9m* -3m(2m+1)>0
m=0 m<0
o ) o s
3m“ -3m >0 m>1
b) Tacé: y=flx)
- (5_:_}_) f '(x) + :g.n}_i_% X + }t_ni
Y={"3 3 3
Vay dudng thdng d : y = :_2:1;+ - X + 10; 2 W dudng thdng di qua
cdac diém cuec tri.
¢) Xét diém c6 dinh M,(x,; y.)
M“ = (d) vm o Vo= izll;]mt-z xﬁ 45 lo.m_..l.l.} : Ym
& 3
<> m2x, + 1) + 3y, - 2x, - 10) = 0; Ym
(2%, +1=0 %, =
T gy —ox,-10=0 -
Sl 0 : - yo == 3
. A 1
Vay (d) ludn luén di qua diém cé dinh M(,(— 0 3).
19. DH SU PHAM TPHCM - KHOI A, B
2
1. Khao sat su bién thién va ve do thi (C) cua ham sé : y = Lﬁ%g
X +

Goi I la tAm dé1 xitng cua do thi (C) va M 1a mdt diém trén (C). Tiép
tuyén tai M cdt hai duong tiém can tai A, B. Ching minh ring M la
trung diém cta doan AB va dién tich tam giac IAB khéng phu thudc vao
vi tri diém M trén (C).
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Giai

X" ¥ 2K 42

y :f!xi =
Xk

.a) MXD: D=R\{-1}

F Gy =0
b) f(x) = X Z_;X ” et e 0 < [-x )
(x +1)° LX = -2
. 1
c¢) Lm fix) = x; y=x+1+ — —.
X +» s x+1
. 1 .. . .
lim — =0: Tiémcanxién:y=x+ 1.
x> X +
lim fix)= »x : Tiém can dung : x = -1.
X =]
d) Bang bién thién :
X - -2 -1 0 +0
f + 0 — - 0 ¥
f -2 FEL +7
B / \ B \ ) /
(:D ‘ ﬂ‘“l) = “‘2 , /\y

CT:fi0) = 2.
e) Do thi:
2
3

B

.
O.J
ES 4

-4 -.».-.4,.,_,,2

—

. Giao diém hai tiém can : I(-1; 0).
Xét diem M, (x,; y,) € (C).
Phuong trinh tiép tuyén tai M, 1y -y, = f (x,) (x ~ X,) (d)

(d) A TCP = JA(—L 2 ]
l X, + Uj(

(d) n TCX = {B(2x, + 1; 2x, + 2)l.

XA + Xp

a) Ta co: = X, va A, B, M thing hang = M la trung diém

AB.
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1 2
b) SIAB: = |(y\ = ."5) (Xn \1.|| = ! '.}.X” -+ 2)} = 2.
2 2 x. +1 :
Vé\f i Sj_,\n = 2 dvdt.
20. DH SUPHAM TPHCM - KHOI D, E
1. Khao sat su bién thién va vé do thi (C) cua ham 56 : v = o ’;xl -
X +
2. Tai hai diém A, B trén hai nhanh khie v'au cua cho do dai
doan AB ngin b -
Giai
¥ = X ' !
; X + 1
1. Khdo sat su bién thién va vé do thi:
a) Mién xdcdinh: D=R\ {-1].
2
2 =0
b) f'ix)= 2(-—1—-—.5; f(X)=0 o i\
(x + 1) |x = -2
: 1
c) lim fix) = =; y=X+2+
XD X + 1
F 1)
lim [—J = Tiém can xiéen : vy = x + 2.
x—+o \X + 1
lim fix) = = Tiem can ding @ x = 1.
x-»-1
d) Bang bién thién :
x | - ~2 =1 0 + 1
+ 0 0 +
f Cb +7 4+
/ = \ \CT / Ay
Cb: fi-2)=-1; .
CT : fi0) = 3. L/
e) Do thi: hinh bén /3,/ s >
: X
/ ik




2. Xét hai dicm AT tren Brai nhanh phan bict cua dé thi

X Iy (g 5 ki)
Ta co A 1
v } {1
i
X l 2D
B 1
Vi ¢ 1+ (> 0)
§
: 2
- PP 1 1)
AB™ = X - x )+ lyp=ya) = (P +uw) + IB+U+~—+
\ B oa/
‘ | (1 1)
= 200 + u) + ( -+ +2AP + )l o+ J
o/ ta B

Theo Cosi taco - AB-

h%

8 uff + 2, + 8
ofd

AB-

v

2 1Bup.2 +8=8J2 +8.
\ B

(0
AB = {8(v2 +1)
a =P

(
|

& e — 4 o a=p= —
tSu[S ol V2

AB 1at GTNN o

Vay hai diem can tim la

4 X 5 1 1 Xp = -1+ 1‘»
| 19 A Y2
A 1 - B Y .
X A F = 4l - { 2 y:\ e R 4(:: * %/'2
% V2 V2

21. HOC VIEN NGAN HANG - PHAN VIEN TPHCM

x? - 5% +5
Choham so :y = ~ (C).
x -1
1. Khas sat su bién thién va vé do thi (C) cua ham sé.
P g Ix* - 5x + 5l
2. Tu (). suvrado thi haimsdy = o
x —

Biét luan theo m s6 nghiém t cua phuong trinh -

f4t — 5.2' + 51 = m(2' - 1).
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x° -5x+5
y =l o fC)
x =1
. Khao sat va vé dé thi (C)
a) MXD:D\RI(1}.
- :
; X° - 2x : x=0
b) f(x):———————;; fix)=0 o
(x-1) x =2
: _ 1 )
c) lim fix) = =; y=x-4+|— J
i x-1
lim —— =0: Tiémcanxién: y=x -1
X—»n X —
lim flx) = = Tiém can dung : x = 1.
x-—1
d) Bang bién thién
X - t 1 2 +
f' + g - 0 -+
f b + L 4
/ 5 \ \ 1 v
e - 4 A //
. 1. ]
Cb : flo) = -5; VA
CT: fi2) = -1. u \ ;
oh I\ x x/
» )‘ 11 : hi lr-i
e) Do thi: hinh ben }ihﬂ_ii /
. i~ B+ 5
a) (€)iy= —— s
X /
< 55 /’3
X“-5x+5=0 5 | “ : /
L 5+\/.;,> % ‘ ()
| X2 5
X ] X X .
— - S g -
X~ BX +5 7 b 0
. [fix) X X tealXs, ¢ 7
o _ ! 2
’ Pf‘-‘{l X € (X, Xy
{ ra tu ()| cach g nguven phis A R ROA L TS )
Va lay 5 xing quae Ox et phan o6 X € (x



Ta ¢6 do thi (C") nhu sau

y
IE- -\/T\/
0 L N7
X X
T
=)
/ (")
b) Xét phuong rinh: 14'-52"+5]1 = m(2' - 1) (1)
| x2 -
Pat :x=2' (x>0) (1} & X 5x1+5| =m.
x —

S6 nghiém cua phuong trinh (1) chinh la sé giao diém cua duang thiang
Ay =m va phan do thi cé x > 0. Theo do thi ta c6 :

m S6 nghiém cua phuong trinh

+7 2
1 K 3
4
0 K 2
0

5K 0 -
s 1

22. DHY DUQC TPHCM

2x% +(1-m)x +1 + m
Cho hamsy: y= (C
- X + 11

1. Khao siat su bién thién va ve do thi ham so khim = 1.

2. Chung minh rdng véi moi m # -1, cdc duong (C,) ti€p xic vdi mot.
dutng thang co dinh tai mot diém ¢ dinh. Xac dinh phuong trinh
dudng thang co dinh do.

Giai
0
2x° <11 -mix +1 + !
-\' et e '(-m)'

=i % 4= 1R




Khao sat su bién thién v vé do thi cua ham s¢ khim = 1

a)

b)

c)

d)

e)

-Xx+1

MXP :D=R\ {1
~2x% +4x + 2

f%) &
(% 15
| %, =1 =42
f(Xj=0 &3 X -2x-1=0 o ;M ‘/—
Lxl = 1 + fé
. 4
lim f(x) = x; y=-2x -2 +
X =X ]
lim =0:Tiémcanxién: y=-2x - 2.
x—x —~X+1
iin‘i fix)= o . Tiém can ding : x = 1.
X —»
Bang bién thién :
X ~at X 1 Xy +o
£ . 0 4 + 0 -
f 400 20 N
\ 4 / ot / e —ox

D6 thi :

y, = fix))=-4x, =
y: = fix,) = -4x, =

—4(1 -V2).
—4(1 +v2).

2. Xét diém co dinh M (x.; v,). M, € (C,,,) ¥m
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_yu

iy
2x, +{l-m)x,+1+m

- X + T

{m = X,,)



Xv,+my, =2x> +(1 mx + 1+
My 4 X i (2 %" 4 XN, 4+ X 1 () YImM oz X,
\ X ] ] X 1
) _ (m # ~1).
2X7 4 X, %, +1=0 A}
\ . g 2x% +4mx -m*© + 2m + 1
Tacé :{ix)= ~ .
(-x +m)~
fil-1)==l.
Phuong trinh tiép tuyén tar M ¢ 1; 2).
v-2=f(C1((x+1) < y=-x+1: «d)

Vay ~m o+ 1, (C,) ludn tiép xuc voi duong thang ¢d dinh (d)r y = -x + 1

tai diem co dinh M (-1; 2).

23. TRUNG TAM DAO TAO BOI DUGNG CAN BO Y TE

1.

‘) La]
_ = X“-mim+1x+m° +1
Cho ham so :

y = , trong d6 x la bién so6, m la

X =
tham so.

Khao sat su bién thién va vé doé thi cua ham sé da cho khim = 1.
Chung minh rang ddé thi cua ham s6 da cho luon 6 cac diém cuc dai,
cuc ticu voi moi gia tri cua m. Xdc dinh toa do cac diem cuc tri dé.
Chung to rang chi ¢6 mét diém A duy nhat trén mat phang toa dg sao
cho no la diém cue dai cua do thi ung véi mot gia tri thich hop cua m va

cang la diem cue tiéu cda dé thi dng véi mot gid tri thich hgp khde. Tim
toa do cia A

Giai
x2 -m(m+ Dx+m" +1
“)’ i ﬂ}() s
X - m
. X2 9% + 2
m=1: fix)=s —~
x -1
Khao o0 ~u bién thién va vé do thi caa ham so
a) MXD:D=RN\({1}
B . x =0
b) fix) = E""_"%z)"‘ fix)=0 |
(x ~-1)° | X = 2
- 1
c¢) hmfix)=0; Y%~ 14 e
‘ : X &
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lim [ L ) =0 :Tiémcanxién: y=x-1
X—o X —
lin}f(x) = Tiém can dung : x = 1.
d) Bang bién thién :
X -1 0 1 +%
f + 0 - - 0 +
f -2 +0 +90
» / \—l \ 2/
ya
e) D4 thi: hinh bén.
ol
1
1
Oh 1 5
1y 2 X

2 g
2. £'(x) = X 2mx+r.x)1 1
(x —-m)~-

A=1l>0= f'ix) c6 hai nghiéem x,, x..

= fix) luén c6 mot diém cuce dai va mét diém cuc tiéu.

. _ IXx=m~1
Toa d¢ diem cuc dai : M, . .
ly=2x-m" -m

& X =m+1
Toa do diem cuc tiéu : M. - | ,
y=2Xx-m" =m

: , (% =1~
Ta tim quy tich diém cue dai - M| ) 4
Y <2X=m" -m
1 = m =N+ |
(2) =  y=2¢v - x+1-(x+1)

yz-x -x=2 idL

‘ . (x = m+1
Ta tim quy tich dicie cue tien: M./ ’
| ¥ SRR 1§41
(1) e m=x : 1
(28 = Vi 2y X~ LF—-Ix ~ ¥}
Y o BT D% (d.
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3. Dién A la giao diém cua ¢d) va (d)

Phumg trinh hoanh dé giao diém cua (d) va (d')

X" = X=- 2z - X + 3X - xzw.l_.
' 2
7
A e (d) -
g y 4
' : S | 7
Vaydiém can tim la AJ( —
L2 4,

24. HQC VIEN QUAN HE QuOC TE

: x ; 2
Chchamso :y = 4x’ - mx~ - 3x + m.

1. Ching minh rang vdi moi m ham so luon luén cé6 cuc dai va cuc tiéu,
dénz thoi ching minh rang hoanh do cuc dai va hoanh do cuc tiéu cua
hamn s6 luon ludn trai dau.

2. Kheo sat su bién thien va ve do thi cua ham s6 ung vdéi m = 0.

- 4 . i 7 2 4 A e
3. Phuong trinh : 4x" - 3x = V1 - x~ ¢6 bao nhiéu nghiém ?

Giai
y = fix) = 4x* - mx* - 3x + m.
1. Ta 6 f'(x)=12x" - 2mx - 3.
fiax)co:ac<0, vin.
f(x)eo 2 nghiém x,, x. trdi dau vm.

Vdr moi i ham s6 luon tuon ¢d cue dai va cue tieu va hoanh do
cue dat va cue tieu luon luon trai dau.

2. m=0 lix)= 4% - 3%

a) MXb: D=R

; 1
b) fix)=12x" - 3; fix)=10 & x= 4 .
¢) DBuang bién thien
X 1 1
-7 = +
a 2
f + U 0 +
= R G2 D I 1 +7
i =3 ﬂ
/’ ‘ B 0 "l{.‘..‘ /M,/



1 |
(‘}):ff-- |k ] S e
2/ y

d) f"ixi=24x.

' (Xie=) =2 % =1 AY
X =L 0 + 7
£ - 0 o+
f Loi 6 L.om
Diém uon - O(0: O
e) Do thi : hinh bén.

3. Phuong trinh : 4x’ - 3x = \1 - x~ (1) co bao nhieu nghiém ?

Ta6o: ¥= yl=%X"

¥z
(C) & ¢ :
E\y“ e 1

Vay dé thi (C) la nua trén cua duong tron O ban kinh R = 1.

Theo do thi (C') cat (€1 tal 3 diem. Vay phuong trinh (1) ¢6 3 nghiém.

25. DH NGOAI THUONG KHOI D

Khao sit su bier thienva ve do thi ham <6 0y = x* - 6x* + 9x - 1.

2. Tu mot diem bat ki trén duong thang x = 2, ta ¢6 thé ké duge bao nhiéu
tiép tuvén tdi do thr cua ham so ?

Giai
1. Khao sat su bien thien va ve do thi ham so
a) MXDb:D=R
b) f'(x)=3x"-12x+9

, fx = 1
ix)=10 i s
Yoe
¢) Bang bién thicn
X e ] S +x
el s e e e e s
t + ‘ ( &
{ , T 4+
S 7
fe /
r (D S ]
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Dicm uon o o2 i/ R
X =1 V i e} / " X
e) Do tht - hinh hén
2. Xét diem M2, motrén duong thang x = 2
Xét duong thamg ididiqua M (d: v - m=kix -~ 2)
v=ki(x - 2) + m.
tdd i tic p xuice var (C) e Hé phuong trinh sau c6 nghiem -
;x” ~6x7 +9x -1 =k(x-2)+m
3x? 12x+ 9=k |
Phuong trinh sau ¢6 nghiém
X' -B6x’+9x - 1=(3x"-12x+9) (x - 2) + m (1)

Tacé: (1) < -2x" +12x°-24x +17=m
Pat © g0 = -2x" + 12x% - 24x + 17

Taco: gix)= -6x" + 24x — 24 = -6(x - 2)° <

IA
=

Ta c6 bang bién thién caa gix) :

X A + T
g _
4 + X
‘“\_-w
——
- -

5 x A > o " r < - .
Vay phuong trinh (1) luon co mét nghiém x duy nhat, tit dé suy ra ti
M2, m) ta luon ke duge mot tiép tuyén duy nhat dén «C).

26. DH AN NINH KHOI A - BANB

i) ,1‘ s 3

. . 2XT+(l-m)x +m+1

Cho hamsd . - o = (Ceid
~X + I

1. Khao sat va ve do thi cua ham so khi m = 1.

2. Chung minh rang véi moi m # -1, cac duong cong (C,,) déu tiép xic véi
mot dudong thang co dinh tai mot diém co dinh.
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Giai

9¢2 , 0
1. Khim=1.tacé: :v= »%X T2 9% -2+ »mé%ﬁ._
-x +1 -x + 1
MXD: D=R\ (]
Pao ham : y'z..2+u.‘:l .
(=X + 1)

?":1“/5'—“"1

%X:1+\/§=x2
yr = flx) = —4(1 -\2)
Y. = ﬂXz):“‘i{l & 2 )

Béang bién thién :

y
X {-» X, 1 Xy +2
) - 0 - + 0 s ‘
f +o0 + 7 Chb X, 3
1 3
\ CT/ — / \

Tiém can dimg : x = 1.

Tiém can xién : y = -2x - 2.
D6 thi : hinh bén. Yat
Ta ching minh hai diéu -

1)

1i)

i)

ii)

|
3
=

D6 thi (C,,) di qua diém o dinh.
Dao ham ctia ham so tal diém ¢é dinh d6 1a hing s6.

y=falx) Joe+y =T = 2x" + %+ 1+ xy
- *m - )

ix # M
x+y-1=0 g g
« -§2sz+x+l+va:0 = y=2
EX z 1y m=# -1
Vay (C,,) luon di qua Au-1;:2) vm = -1.
9 9
. : ‘ ~2xT 4 4mx -m°T +2m+ 1
Khix=-1thi: y = Zx . 4mx -1 L
(- +m)~
v et : 9 —4m-m” + 2m + 1
trdg thanh : Vo= 2-dm-m”+2m+1 _ 1

{1 + m)2

Phuong trinh tiép twyén vai (C,) luon tiép xic véi dudng thing cé
dinh (d) tai diém A(-1: 2)) ¢@ dinh. '



27. CAO BPANG MARKETING

NAM 1999

a)
b)

c)

Cho ham sé :
Khao sat su bién thién va vé do thi (C) cua ham sé.

Viét phuong trinh tiép tuyén vai (C) tai diem A4 4).

y = x(x - 3)* c6 db thi (C).

Bién luan theo m sé nghiém cua phuong trinh : x* - 6x* + 9x - m = 0.

a)

b)

Giai

Khao sat su bién thién va ve (C)

Ham s6 : y = x(x - 3)°
e MXD: D=R
e Daoham:y = 3x*-

* y',__:o
Khix=1
Khi x = 3

& y=x -6x°+9x

12x + 9

== x=21v3%z3d
thi y =4 (cuc dai).
thi y =0 (cuc tiéu).

Pao ham cap hai: y" = 6x - 12,

“ y" = 0 & x=2
* Khix=2 thi y=2(diém uén).
Bang bién thién :
x |-w 1 2 . e
Y ¥ 5 -0+
4

Gidi han :

* Khi

* Khi

X - —x, ta co :

X > +x,tacd:

lim y = lim x’ = -

X~ -

. . 4
lim y = lim x = +=.

X-~»+s

e D6 thi (C) la duong cong bac ba,

c6 diém cuc dai (1; 4), diém cuc
tieu (3; 0), diém uén (2; 2), qua
O(0; 0).

Phuong trinh cta tiép tuyén cua
(C) tar A(4; 4).

Ta thay. khi x = 4 thi y =4 nén A4; 4) e (C).

X~

X —» -7

1 . 4+
,x/ \\)2\\)\0/

“v
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c)

Tiép tuyén cua (C) tar A ¢6 phuong trinh .y -y = y(xa) (X - xp) (1)
Ma: yixy) = 3xf; - 12x54 + Y=Y nénil)cho: y-4=9x-4)

& y=908x-32
Do la phuong trinh phai tim.
Bién luan theo m s6 nghiém cu: phuong trinh : x7 - 6x* + 9x - m = 0 (2)
Phuong trinh ¢6 theé viét :  x' -~ 6x° + Ox = m.

Pat : y = x" - 6x* + 9x ¢6 do thi (('1 da vé ¢ trén, thi y = m ¢6 do thi la
dudng thiang (cat Oy tai M c6 tung dé m). Ta thay : sé6 nghiém cua
phuong trinh trén la sd giao diém cua (C) va (d). Trén dé thi, ta ¢6

“ Khi m > 1 thi(d) cat (C) tai 1 diém don : (2) ¢6 1 nghiém don.

* Khi m = 4 thi (d) tiép xic véi (C) tai diém ¢6 dinh ¢6 hoanh do x = 1
va cat (C) tai diem A : (2) ¢6 1 ighiém kép x = 1 va mot nghiém don
X # 1.

~* Khi 0 <m < 4 : thi(d) cdt (C) tai 3 diém phan biét : (2) ¢6 3 nghiém

don.

# Khi 0 = m : thi (d) cat (C) tai O va tiép xiic Ox tai (3; 0), (2) ¢6 mot
nghiém don x = 0 va mot nghiém kép x = 3.

* Khi 0> m : thi(d) cit (C) tai mot diem don : (2) ¢6 mot nghiém don.

28. CAO DANG SU PHAM MAU GIAO TRUNG UONG 3

Chohamsé :y=x"+(m - 1)x* - (2m + I)x - 2 ¢6 dé thi la (C,) trong
dé m la tham sé thuc.

. Vi gia tri nao cia m thi ham sé dat cuc tri tai cdc diém ¢6 hoanh dé x;,

x, thoa man : x? + x5 = 2.

2. Khao sat su bién thién va vé do thi (C) cua ham sé khi m = 1.

3. Véi gia tri nao cua m thi doé thi (C,,) tiép xic véi truc hoanh.
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Giai
. Gia tri caa m :
Ham sb : y=x"+0n-1)x"-(2m+ 1)x - 2 (1)
Pao ham : '=3x°+2m - x - (2m + 1) (2)

Ham s6 dat cuc tri tai x; va x,
<>  X; va x, la hai nghiém phan biét cua (2)
>y =0cébiétsd A'=(m-1*+32m+1)>0

& (m+2F>0 o m=-2 (3)



Mat khac :  x,. x, thoa man : x7 + x5 = 2 (4)
» —2m - 1
Ma<2ieo 2 nghiem © Xp=1 v x, = -
‘2m +1)°
o { IN + ‘
nan (4) < 17+ ' - —1 = 2 < m°+m-2=0
3/
< m=1wvms=-=2
So véi1 (3) ta chi nhanm = 1.
2(m-1)
X + Xy = “—'-"""3"——
Chi y :  C6 thé dung dinh 1i Viét dé giai (2) vdi :
(Z2m + 1)
X Xy = =

sau khi bién doi x7 + x5 = 2 thanh : (x; + xu)* - 2x;x, = 2.

Khao sat vave (Cy) khim=1

Khi m = 1 thi ham so tr¢ thanh : y =
e MXD:D=R
e Dao ham:y =3x" -3
* ¥Y=U = X =*1
Khi x=-1 "thi y=
Khi. x5 1 thi y-=

e PDaoham y = 6x

% = Bx ~ G

0  (cuc dai).

-4 (cuc tiéu).

3

¥ =4 i % = b
x =0, y=-2 (diém uén).
e Gigi han: lim y= lim (x') = +x.
X-»tyr X1
X | =% =1 0 1 +0
y' s 0 ~ ~ 0 +
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e Do thi (C)) la dudng cong bac ba c6 diém cuc dai (-1, 0), diém cuc tiéu
(1; ~4), diém uon (0; -2), qua cdc diém (-2; -4), (2; 0).
3. Gid tri cua m : (C,,) tiép xic vdi truc hoanh < y(x,) = 0 v y(x,) = 0.
Ta ¢6 hai truong hop :
i) x;,=1. Lﬁcldéz yix)=1+(m-1)-2m+1)-2=-m-3

Dodé: y(x3) =0 < m=-3

ii). x2=u-2—'n—§i*f1- Lic d6 : y(xy) = 0
| om +1)° om +1)° (2m + 1)%
o sy

~2m+ 1P +3m-1C2m+ 1 +92m+ 1)*-54 =0
o 4m® +24m® +21lm -49 =0

g

e m-1)2m+7°=0 o m:lvmzmg.

Vay:khim=-3v m=1vm= - ) thi (C,,) tiep xdc vdi truc hoanh.

29. CAO PANG KINH TE DOI NGOAI
Cho ho dudng cong (C,) : y = 2x” + 3(m - 1)x* + 6(m - 2)x - 1

(m la tham sd)
1. Khado sat va vé dé thi (C) cua dudng cong (C,,) ing v6i m = 2.

2. Viét phuong trinh tat ca cdc tiép tuyén cua (C) biét ching di qua diém
AD; <1,

3. Dinh m dé (C,,) ¢6 2 cuc tri va dudng thiang noi hai diém cue tri vuong
goéc v6i dudng thing y = x.

“Giai
1. Khado sdt va vé (C) khim = 2
Hamsé : y=2x" + 3(m - 1)x* + 6(m - 2)x - 1.
Khim=2tacé: y=2x"+3x" -1
« MXD:D=R
e Paoham: y =6x"+ 6x
* y=20 o x=0vx=-1
* Khi x=0 thi y=-1 (cuc tiéu).
* Khi x=-1 thi y=0 (cur dai).
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e Dao ham cap hai : y" = 12x + 6

1
A= . b R
2
, 1 . 1 . y
*¥ Khi x=-— thi y=-- (diém uén).
" 2
e Gidi han : lim y = lim (2x’) = +=.
X —» o Xt

e Bang bién thién :

X - -1 0 +00

y' + 0 ~ 0 +

¥ 0 400
» / \ _.1 // A

e D6 thi (C) la dudng cong bac ba, ¢6
diém cuc dai (-1; 0), diém cuc tiéu
. P 1
(0; -1), diém udn («--u; - -1—)
2 2

. Phuong trinh tiép tuyén qua A(0Q; -1)

Goi k la hé sd géc cua tiép tuyén (d) phai tim. Phuong trinh cua tiép
tuyén ay : y = kx - 1

Phuong trinh hoanh d6 giao diém cua (C) va (d) : 2x* + 3x* -1 = kx - 1

) % =0 (1)
& x(2x"+3x-k)=0 <« 5
[2x° +3x-k =0 (2)
o "y [(2) ¢6 nghiém x =0 st
(d) la tiép tuyén cua (C) < . . ) & 9.
- ' (2) ¢6 nghiém kép = %
Vay : qua A c6 hai tiép tuyén 1y = -1; y= —gx ~ L,
. Pinh m dé cho (C,,) :
i) Co6 2 cuc tri:
(C,) 6 2cuctri =  y =0 cé 2 nghiém phan biét.

s X +m-1x+m-2=0 ¢c6:(m-1°-4m-2)>0
= (Mm-3°>0 < m=#3 (3)

ii) DPuong thang néi 2 cuc tri c6 phuong trinh la phan du ctia y chia
cho y'. Ta c6 phan dula: —(m-3)x - m® + 3m - 3

Phuong trinh cia dudng thdng néi hai diém cue tri :

147



¥y = <{m — 3% - m" +# 3m - 3.
DPuting thang nay vuéng goéc véi duong thang y = x
m=2

& -m-3¢1=-1 & [
m=4

Gia tri nay cua m thoa man (3).

Vay : khim =2 v m =4 thi (C,) ¢6 2 cuc tri va duong thiang néi 2
cuc tri vuéng goc vdéi dudng thang y = x.

30. DH THUY SAN
2 — ——
Cho ham so : y = 2o -—E}}—tf«m—- 2 c6 do thi (C,,).
. X =

1. Khao sat su bién thién va vé dé thi cia ham sé khi m = 2.
2. Tim tat ca cdc gid tri cua tham s6 m dé do thi (C,,) ¢6 diém cuc dai va
cuc tiéu. Ching minh ring cdc diém cuc dai va cuc tiéu cua do thi (C,,)
luén luén nadm trén mot parabol cé dinh khi m thay déi.

Giai
2
1. Khao sat su bién thién va vé do thi hamsd : y = AR lem -2
x o
2 ——
Khi m = 2 trg thanh : y = X -2x+2 o y=x-1+- 1
R 1 X =1
e MXD:D =R\ {1}
e PDaoham: y' =1 - W,L‘___zu
(x -1)

* Khix=0 thi y=-2 (cucdai)
* Khix=2 thi y=2 (cuc tiéu)
e (Gid1 han :

. . 1
* limy= lm (x ~ 14| = 400,
X—+1w X+t \ N - 1

* Khi x - *oux, Sy —> 0, nén :y=x - 11a tiém can xién,
x —

: : 1 . . )
* limy = lim (x -1+ —--~~A) =+x :tiém can dung : x = 1.
x—1 x—1 X -1

e Bang bién thién :
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X X 0 1 s + 7
y + 0 H - 0 +
¥ -2 \ = +r
., / » \ 2 /
e DO thi (C) la mot hyperbol xién géc yA
nhan x = 1 lam duong tiém can dung, y (C
= x - 1 lam tiém can xién, (0; -2) lam
diem cuc dai, (2; 2) lam diém cuc tiéu. o
Tim m dé (C,,) c6 diém cuc dai va diém cuc tiéu Ok ! R
T 2 X
: - X° - mx + 2m - 2
Ham so6 : y = —9
x~1 /
2
. . . X°-2x-m+ 2
c6 daoham:y = —m—r——
(x - 1)° >

y ¢6 cuc dai va cuc tieu <  y =0¢6 2 nghiém phan biét.

=5 A=m-1>0

&S m > 1.

Chimg minh cdc diém cuc dai va cue tiéu nam trén mot parabol ¢6 dinh :

Go1 x; la hai nghiémcuay =0

Ta co : x,:lrt\fm-i &> m=(x;,-1*+1

x% - (%; ~2)m ~2

Ma diém cuc tri thudce dé thi nén : y, =

Thay m ¢ (1) vao, ta dugc :

xP-(x; - 20(x; ~D* +1]-2

yi % ~ 1

-x% +5x% -6x; +2

x; -1

y. = (x, # 1)

2

1

—

Toa do (x;, y) cua diém cuc tri thoa man ham sé :

+ 4x, - 2 {%; = 1)

y = -x* 4+ 4x - 2 nén

diém cuc dai va diém cuc tiéu cua (C,,) thude parabol ¢6 dinh :

y = X"+ 4x ~ 2 (x = 1)

¥



31. DH HUNG VUONG - KHOI A

Chohamso:y=x" c (1 -m)x” + 2x + m + 2.

. Khao sat su bién thién va vé do thi cua ham sé y khi m = -2.

gid tri cha m dé do thi tiép xdc véi truc hoanh.

. 1im cac diém ma doé thi cua ham sé y luén di qua véi moi m. Xdc dinh cac
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Giai

. Khao sdt su bién thién va vé dé thi :

Hamsd: y=x"+(1-mx*+2x+m+ 2

Khim=-2tacé: y=x"+3x"+2x
o MXP:D=R
- Paoham:y =3x*+6x+2
: d4a .
v = O o« = - — V= ——
3 3
* Khi x=‘°’+‘/g .y = e doi
3 9
“ Khi x:zi—g-{é thi =-§-(cuctié'u).

e Daohamecap hai:y" =6x+6
* y'=0 & x=-1
* Khi x=-1 thi y=0(diém uén).

e Gidihan: limy= lim (x’) = t»

X —»iw X—itw

e Bang bién thién :

3+J§ —3+J§
x | - 2 s o +00
3 3
y + 0 - 0 +
> 2 2 e
e D4 thi (C) la dudng cong bac ba cé ya J(©

3+1/'5 2

diém cuc dai (— 3 ,-é-); diém cuc /:\:5::]"3- 5
=2f

‘- =
ticu lmig_,‘/—i = -;:Jdiém uon (-1;0). /

wV




2. Cac diém co dinh cua do thi :
Ham so : y=x +(1-mx°+2x+m+ 2
&3 y=x"+x"+2x+ 2+ m(l - x),
Phuong trinh nay duge nghiém dung v6i moi m.
j1-x%2=0 {x = +1
! ‘ &
y=x3 +x% +2x+2 y=6uy =10
Vay : dd thi cia ham s6 ludn luén di qua cdc diém (1; €), (-1, 0) Vm.
e Xdc dinh m dé c6 do thi tiép xic vdi Ox.
Do thi cia ham s6 :y = x* + (1 - m)x* + 2x + m + 2, tiép xdc véi truc
hoanh khi va chi khi y = 0 .1) ¢6 nghiém s6 kép.
x=-1
Ma (1} & )
Xx“-mx+m+2=0 (2)
(2) c6 nghiém x=-1 m 9
c6 1 =- == —
nén (1) c6 nghiém kép {(2) ) Ag 0' e 2
COo A= s
| m = 2(1 + v/3)
Tém lai, khi m = —% v m = 2(1 +V3) thi dé thi cia ham s6 ti€p xuic
vdi Ox.
32. DH QUOC GIA TPHCM — DQT 1 - KHOI A
; : . . n o Al e p 2x% + x
1. Khao séat su bién thién va vé do thi cia ham sé : y = et (H).
X +
2. Tim nhimmg diém M trén dudng thing y = 1 sao cho ti M c6 thé ké duge
ding mét ti€p tuyén dén do thi (H).
Giai
ox2
y = = 22X (H)
Xx+1
1. MXDb : D = R \(1}
gx* 1
gy B 4K
(x+1)

f't)=0 & X =
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Bang bién thién :

X o X - ] X4 +C
f + (O : 0 +
f b T +
L T s op o
Cb =y, =fix)) = il Bl :4!( WB;JZ‘ $l==8=0J0
.2 | )
CT:y, =fix,)=-3+2J2
Tiém can dimg : x = 1 X, [ N
Tiém can xién : y = 2x - 1 E H/y* X
lBé thi ;: hinh bén. : //
. Xétdiem Mx;; 1)e A:v =1 |
Xét (d) di qua M ok 4y,
(d):y—l:K(x—x‘,) = y=RKx-RKx,+1 l
Phuong trinh hoanh d¢ giao diem (d) va (H) :
2~£2—~t—x = Kx - Kx, + 1
X+ 1 _
o 2%+ x=(x+ D (Kx-Kx, + 1)
o 2%+ x=Kx' - Kx, + x + Kx - Kxx, + 1
o (K-2* +Kl-x)x+1-Kx, =0 (1)

I

) K22
(1) c6 nghiém kép < L -
& (1-x)K -4K-2)(1-Kx,)=0
& (1-x)K -4K +4xK* + 8 - 8Kx, = 0

& (1+x,)0 K -42x,+ VDK+8=0 (2)

Ma : A=0

Ta tim x, dé (2) ¢6 mot nghiem K duy nhat khdc 2. Ta xét cdc triong
hgp sau :

Truong hop 1: x,= -1
(2) o 4K + 8 =10 B K==
Truong hop 2 : (2) ¢ 2 nghiem K, K. véi K, = 2.
Thé vao (2) taduge : 41 - x,)" =0 CoR - |
‘ K =1

2 fi';;_ii!

(2) Sy 1.:1\ + 8 =0



e Truong hop 3 : (2)co 2 nghiém keép khace 1.

A=0 e 42x,+ 17 -8x,+1)7=0
& 2%+ 1) =2(x,+ 1) =0
&5 2)((“; =1=0 <2 x‘,:t\' :
2

Vay ¢6 4 diém thoa man dé bai :

M‘("“ll 1), Mg{l, 1), I\/{g

33. DH QUOC GIA TPHCM - DOT 2 - KHOI A

Chohamsé: y=x"-3mx +3(m°-1x-m’ (Cnle
1. Khdao sat su bién thién va vé do thi cua ham s6 khi m = -2

2. Tim m dé dé thi (C,,) cat truc hoanh tai ba diém phan biét trong do6 co
ding hai diém c6 hoanh do am.

Giai
1. Khao sdt su bién thién va vé do thi cua ham s6 khi m = -2

y=flx)=x"+6x"+9x + 8

MXD: D= R - -
f(x)=3x*+12x + 9 %
- M
fix)=0 {x o '
= -3
Bang bién thién : . 3"\
x - -3 -1 v +
\
f'(x) + 0 " 0 "
fix) Cb 4 k -
. / . \ - /

Cb: f(-3)=28
CT : fi-1) = 4

X - -2 +x
f(x)=6x + 12
f"(x) -~ 0 *
f'X)=0 < x=-=2 :
fix) 101 6 lom

flt=23 = 6

Piém uér M 20 6



VAN

bé thi :

/ B =l 0 %

2. Phuong trinh hoanh dé giao diém cua (C,;) va Ox :
x° - 3mx* + 3(m* - I)x -m® = 0 (1)

f'(x) = 3x° - 6mx + 3(m* - 1)

£(x) = 0 %y =1l =1 A
X) = (atofin

Xy =m+1 % 2
fx,) =3 & 2 /
fix,) -3m - 2.

fix) = 0 ¢6 3 nghiém thoa man : x, < x;, < 0 < x..

;3 4
(f(x).f(x;) <0 9m? - 4 <0 m® <3
S x; <0 o m-1<0 o dm<1
f(0)<0 ~m3 <0 4,5 0
= 0£m<§.

34. DH QUOC GIA TPHCM - POT 1 - KHOI D

Chohamsé: y=mx’'-(m-Dx*-2+mx+m-1 (C,)
1. Khdo s4t su bién thién va vé doé thi (C,) cua ham sé ng véi m = 1.

2. Tim trén dudng thang y = 2 nhimg diém tir d6 c6 thé ké duge 3 tié
tuyén dén (C)).

3. Tim nhimg diém c6 dinh ma do thi (C,,) luén di qua v6i moi m.

Giai
y=fx)=mx' - (m-1x*-(2+mx+m-1
L m=1:fix)=x" - 3x ©)
MXD: D=R
f'x)=3x"-3=3x*~1)
fi®=0 & K=zl
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Bang bién thién :

X L -1 o + 7
f(x) . 0 - 0 +
f(x) 2 +7
| . 7 \ 5 — AY
£ (%) = 6% 2 ()
iyl <« x40 i 1 / .
f(0) = 0. Diém uén O(0; 0). / ~LON X
D6 thi : hinh bén. ol &
. Xét diem Ala; 2) trén duong y = 2
Xét duong (d) qua A :
y -2 =K(x - a) o y=Kix-a)+2
Phuong urinh hoanh d¢ giao diém cua (d) va (C)
x’ - 8x=K(x-a)+2 o x-3x-Kx-a-2=0 (1)
(1) c6 nghiém kép = 3x*-3-K=0 = K=3x*-3 (2)

Thé vao (1): x*-3x-(3x*-3)(x-a)-2=0
< x'-3x-3x"+3x+3ax*-3a-2=0
& 2x*-3ax*+3a+a=0
o x+D[2x*-(Ba+2)x+3a+2/=0

| Xx=-1
e 2
2x“-Ba+2)x+3a+2=0

Pat: g(x)=2x*-(3a+2)x+3a+2
Tiur A ké duge 3 tiép tuyén dén (C))
<> g(x) cé 2 nghiém phan biét khdc -1

Ag >0 o |Ba+2)-8@3a+2)>0
g(-1)#0 2+3a+2+3a+2=0

3a2-4a-4>0 a<—-2-va>2
e 3 >
az#-1

a#-1

3. Mux,; yo) € (Cp), VI

&y, = mxd -(m-1) x> -(2+m)x,+m- 1.

pss | in(xg—Xg—xu+1)+(xg_2xo—1_yn)=0
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(C.) qua M,,, Y

2% 1=y, =0
(x, - ix2-1)=0 (%, =1Ay, = -2
&= ~: ) &
| Vs = R -2x, -1 1)([] == s 2

Vay (C,,) luén di qua 2 diém co dinh : My(1: =2), My-1; 2).

35. DH QUOC GIA TPHCM - BOT 2 - KHOI D

2X

Cho ham sd :  y = fix) = l
x -

Khao sat. su bién thién va vé do thi (C) cua ham s6.

Tu do thi (C) hay suy ra do thi (C,) cua ham so :

21xl .
y =fix)= (vé hinh riéng).
Ix1-1
Dung dé thi (C,) dé bién luan theo tham 56 m s6 nghiém x thudc doan
[-1; 2| cua phuong trinh :  (m - 2).Ix] - m = 0.
Giai

." Khao sat su bién thién -
MXD: D=R\I{1}

T f'(x) = — > <0
(x —1)°
“*  Bang bién thién :
X i 1 4+
yA
f(x)
fix) | 2 \ +1. \
i o
HH & . i . = 3 2 e
lim fix) = 2::  Tiém cdn ngang y =2.
X b F
7 ; s " . >
* Iimfix) = = Tiém can dung x = 1. ON |1 X
X1
* x=0 e y &0
Do thi : hinh bén.
5 w g - £} - * ] ] 5 o ¢ 2 I x l
Tu d6 thi (C) suy ra do thi (C) cua ham s6 : v = fi(x) = et
x =

{.(x)1a ham sé& ehan



< \ L ; v & - VAN
(Cy) suy ra tu (C) bar g cach gir nguyén . 3

phan c6 x > 0 va lay doi xuing cua chinh
phan git nguvén do qua Oy.

4'——-—‘ =

Dung (C,) bién luan theo tham s6 m so :

nghiém x thuoc doan [-1; 2| cua phuong ) \

< I
trinh : Ol e
] 2 <

(m-2).1xl =m=0 (1)

{1y = 21xl = m(Ix!| - 1)
21 x|
A% om oxel-1;2]
lx1-1

S6 nghiém cua (1) chinh la giao diém cua (C,) thoa man x € [-1; 2| véi y = m.

Theo do thi ta co :

m | so6 nghiém cua (1)
+7 1
4 K1
0
0o K 1
8
e 7

36. DH QUOC GIA TPHCM - POT 1 - KHOI B

b

. i’ 2mx% 4+ x +m - 1
Cho hamso: vy= (H,,).

mx + 1

Khao sat su bién thién va vé do thi cua ham s6 ing véim = 1.

Tin quy tich tam déi xung cua do thi (H,,) khi m thay déi.
| Giai

omxZ + x +m -1
y = flx) = (H,,).
mx + 1

Khao sat su bién thién va vé do thi cua ham sd dng véim = 1

2x° + X
X+ 1

MXD:D = RN\ (-1}

2x° + 1 ,

fix) = X +4x2+ ] fix). = ©O = X =
(x+1) 2

Pk
(91
-1




Bang bién thién :

X -3 X ~1 X, +0
Fix) + 0 - . 0 +
fix) b \ 0 +0
i / = S, \ CT /
; , 1
Imfix) =« y=2x-14+
x— 1 X+ 1

Tiém can xiény = 2x - 1.

lim fix) = z. Tiém can dung x = - 1.

X--1
' ' 4%, +1
Cuc tri : fix,) = i = X,

v . 1
9 "9

fx = fl 2292 [ 2R
: 2 ‘
e A

f(x;) = £ —-—-;\/2 =4 ——2—+

Do thi : hinh bén.

2. Tim quy tich tam dé61 xung cua (H,,)

ey 5 ; 1
(H,,) c6 tiém can dimg d, : x = - —
‘ m
. . e ; 1 ]
tiém can xién &, 1y = 2x - — Vi
m
Goi M la tam doéi xung ta co :
[ 1
x To e m——
M h > y=2X+ X
1
Y= A o
l m
S Yy = 3x
.. 1
Gidgihan: x=-— #0.
m

Vay quy tich tam doi xung M la dudng thang d : v = 3x
(loai bo goc O0; 0)).
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37. HOC VIEN CONG NGHE BUU CHINH VIEN THONG

Cho ham s6 : y = x? - 3% -2 (H).
. Khao sat su bién thién va vé do thi (H) cua ham sé.

. Xet ba diém diém A, B, C thang hang va thude (H). Goi A,, B, C, lan
luot 1a giao diém cua (H) vdi tiép tuyén cua do thi (H) tai A, B, C.

Chung minh rang A, B;, C, cang thang hang.

Giai
y=fix)=x"-3x-2 (H).
Khao sat su bién thién va ve do thi (H) ciua ham sb :
MXD: D=R
fix)=3x" -3

fi(x)=0 <> X = +1

Bang bién thién :

X —~ . -1 1 +
£ (x) & 0 . 0 +
fix) > 0 — CT 5 +x
o \ \ /
- Cb -4
f"ix) = Bx:
> - 0 + 7
- Ay
- %) : §] 4
fix) — 2\_“___“\(“_ e X
161 lom

Piém uon 10; -2

Do thy : hinh beéen.
. ABC thang hang (A + B # C)

c:ij q° — e - a)

fib) - fta) _ fte)- fray ' b -a® -3(b - a)

Fumi? =

i

b-a c--a "b-a c-a
e b*+ba+a*-3=c+ca+a -3
& bh-c wab -1z 0 =% b e)lb+ec+a)=0
< a+b+c=0
Phuong trinh ticp tuyen tai A
y-flay=fwix - a = y=f'@a)ix-a) +fla) (d).

Phuong trinh hoanh do giao diem cua (d) va (H)




fixi=1a)lx =a)+ fla) T fig) = flar-fajix -=4a) =0

7 3 p 2 :
e X -a'-3x-a -Ba*-ix-ar=0

¥ o ; B X =a
& X sdax+2a =0 <o (x =ay{x+2a)=0 =

: X = -2a
Vay: a, = -2a. Tuong tur : b, = -2b; ¢, = -2c.

A, B, C thang hang > a+b+ec=0
a,+ by+¢,=z-2(a+b+c¢c)=0

A,. B,, C, thang hang.

38. DH NGOAI THUONG

I R R o X+ 2
1. Khao sat su bién thien va ve do thi hamso: v= ~ 7,
x -2
2. Tim trén doé thi cua ham so tat ca nhang diem cach deu hai truc toa do.

Viét phuong trinh tiép tuyén vdi do thi. biét rang tiép tuyén di qu:
diém A(-6; 5).

Giai
, X +2
1. _y = f(X) o
x o
Khao sat va vé do thi MXBD: D=RN\ 2k
. 1 ‘
) - A . f (\’) = L5 | < 0
Bang bién thién - (x — 2)°
X =X 2 + 1
f(x) 5 VA
fix) 1 \ [! R
o | a 1
lim fix) = 1: Tiém can ngang v = 1. —— 1
X3 ST \\0 5 3
2 2 :
limfix) = = : Tiém can ding x = 2. =1
Xond
D6 thi : hinh bén.

2. Tim trén do thi nhimg diém cdch déu 2 true toa do

1 x'.)..
Mix; y) € (C) i v =
; X9
Y s X
ixl:lyi - §
t\ X
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» Truong hop 1 : y =X
e

e L =¥ & x+2=x"-2x
X~ 2
: & 17

55 X" -3x-2=0 < x= g

2
» Truong hop 2 : y = -x

&5 E-i—gz—x &5 x+2=-x2+‘:2x

Xx-2

e x*+x+2=0 (vb nghiém).
Vay ¢6 2 nghiém thoa man dé bai la :

M (3~+~J1—'7_ 3+JﬁJ
| ’

2 2

3-J17 5417

2 2

M.{

. A(-6; 5).
Xét duong thidng (d)diquaA: y-5= K(x+6)
y = Kx + 6K + 5.
Phuong trinh hoanh dé giao diém cua (d) va (H) :

£L§=KX+GK+5 &  x+2=Kx‘+6Kx+ 5x - 2Kx - 12K - 10
x__
o KX +4K+1)x-12K-12=0 (1)
K=z0
1) ¢é nghiém ké
(1, nghiém kép - {A':O _
A=0 < 4K+1P+KI12K+12)=0 < (K+1’+KB3K+3)=0
K = -1
= 4K +5K+1=0 &5 K 1
T4

Vay qua A ta ké duge 2 tiép tuyén dén (H) d6 la :
dy: y-5=-x+86) - y=-x-1
1

1 7
d‘ : s 5 — i —— 6 i v—
2 y 4(x+ Yoo 4B 1Y 4x+ 3

39. HOC VIEN NGAN HANG - PHAN VIEN TPHCM

Cho ham sé : y = x* - 3x.
. Khao sat su bién thién va vé do thi (C) cua ham sé trén.

. Tim trén dudng thang y = 2 nhimg diém tir dé c6 thé ké duge 3 tiép
__tuyén dén (C).
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Giai
y = fix) = x* - 3x.
1. Khao sat su bién thién va vé do thi
Mién xac dinh : D = R.
f'x)=3x*-3=3x*-1)
fixyed = x=z#l.

Béang bién thién :

X -0 -1 1 +C
f(x) + 0 - 0 +
fx) 2 A +0
. /CB \ “2 /
f"(x) = 6x

X - 0 +

f"(x) - 0 +

fix) |_ 0 ,
1i lom

Diém uén O(0; 0).
Dé thi : hinh bén.
2. Xét diém M(x,; 2) trén dudng thang A 'y = 2.
Xét duong thang (d) di qua M :
y -2 =Kix - x,) <  y=Kx +2-Kx,.
(d) tiép xuc vdi (C) khi hé sau c6 nghiém :
x3 - 3x = Kx + 2 - Kx, (1)
{37{2 -3=K (2)

Thé (2) vao (1) ta dugc
x3 - 3x = (3x* - 3)x + 2 - (3x* - 3)x,.
=3 2x* - 3x,x* +2+3x,=0

&> (x+D[2x" - (2+3x,)x+2+3x,]=0

X = -1
& 2
2x° - (2+3x,)x+2+3x, =0

bat: gx) = 2x% - (2 + 3x,)Xx + 2 + 3x,.
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Tiu M ke duge 3 tiép tuyén dén (C) <> g(x) ¢6 2 nghiém khac -1

A, >0 . (2+3x,)% - 8(2+3x,)>0
s < &=
g-1=0 2+2+3x,+2+3x, 20
[ 2 ( 2 l 2
19x, -12x, -12>0 3x; ~4x_-4>0 X, <-—=vXx,>2
) e ’ L 3
%, = -1 Xy * -1 x, * -1
40. DHY TPHCM
2 L]
: - 4
Cho hamsd : y = S e
X=1

. Khao sat su bién thién va vé dé thi (C) cua ham sé trén.

. Viét phuong trinh cua parabol (P) di qua diém cuc dai, diém cuc tiéu cua
(C) va tiép xic vdi dudng thing c6 phuong trinh y = ~4.

. Bién luan theo tham s6 thuc m, s6 nghiém t € [0; n} cua phuong trinh :

cos’t — (1 + m)cost +4 + m = 0.

Giai
pofipis it (o,
X =1
. MXD: D=R\ (1}
fix = X723
(x ~1)°
fxxi=0 <= [x =1
x=3
Bang bién thién :
X ~0 -1 i 3 40
f'(x) + 0 - - 0 +
fix) Cb +0 +00
-0 /-3 \)—m“ ™ CT/

Cb:fl-1)=-3
CT: fi3) = 5.
liﬁ flx) = ». Tiém can ding x = 1.

lim [fix) — x| = 0. Tiém can xién y = X.

X ~»r
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D6 thi :

yA

i

I
—— N pd
O
[y
BOF 7 SN
W

2. Xét(P):y=ax*+bx+cva(d : y=-4.
Phuong trinh hoanh do giao diém cua (P) va (d) :
ax* +bx+c=-4 o ax’+bx+c+4=0
A = b® - 4a(c + 4)
(P) qua M,(-1; -3), My(3; 5) va tiép xic véi (d)

b2 -4alc+4)=0 (1)
! a-b+c=-3 (2)
9a+3b+c=5 (3)

= 8a+4b =8
4&:4—2b

c:b—a—3=b«-(1——2
%

3b-8

1) o bg—(4—2b){ +4} =0

& b*-(2-b)Bb=0 < 4b*-6b=0

b=0

< 2b(2b-3)=0 < 3

b=3
(b=0
o Truonghop1: <a=1
c=-4
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e Truong hop 2 : <{a=

Vay : ¢6 2 parabol thoa man dé baila: y = x* - 4.
il G Sl TP
Y=Y T2ty

cos’t - (1 +m)cost +4 +m =0 (t € [0; n]).
bat: x = cost x € [-1; 1]

3. Giai phuong trinh :

1) o  x-1+mx+4+m=0

2 —
o xXX-x+4=mx-1 o il 2o e B
x-1
Do méi nghiém x € [-1; 1] dng v6i 1 nghiém t € [0; n] nén theo dé thi
18 &0
m Sé nghiém t
+ 0
-3 1
1
e &

41. DH DUQC TPHCM

2
1. Khao sdt sy bién thién va vé d6 thi (C) cia ham s6 : y = . .
: X
2. Tim tap hop cdc diém trong mat phing toa do dé tir diém d6 c6 thé ké
dén dé thi (C) hai tiép tuyén dé vudng géc nhau.

Giai
2
1 .
1 y=fixj= i
X
Khao sat va vé do thi :
MXD: D =R
2 .
f(x)= 5““"7;”1“ : f'(x)=0 o XxX=+]1.
2

Bang bién thién :
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f'(x) + 0 - = 0 +

fix) -2

lim fix) = . Tiém can ding :

X0
1 o .
y=x+ —. Tiém can xién :
X

Dé thi : hinh bén.

Xét diem M, (x,; V.).

Goi (d) 1a dudng thing qua M,.

d:y-y, = Kix-x,)
y = K(x - x,) +y,.
Phuong trinh hoanh d¢ giao diém cua (d) va (C) :

x2+1

= K(x - x,) + ¥,
X

o x*+1=Kx®- Kxx+yx
o (K-1x*+(v,-Kx)x-1=0 (1)

(1) c6 nghiém kép < i
|A=0
A=0 o (y,-Kx)'+4K-1=0
< XK+ (4 -2xy,)K+ y2 -4=0 (2)
Tu M, ké duge 2 ti€p tuvén vuong géc dén (C)
o (2) ¢6 2 nghiém K,, K., thoa man K, K, = -1
ye - 4

2
o

2 2 =
=-1 e x0+y0—4.
X

Vay M, luu déong trén (C) la dudng tron tdm O bdn kinh R = 2.

K=z1 (. 2
Giéi han : { g g 18T %o

. <
X, 20 |x, 20

Vay quy tich M, 1a (C) loai bo 4 giao diém cua (C) v6i 2 dudng tiém can.



42. DH GIAD THONG VAN TAI

b
.

x° + 3mx +2m + 1 \ .
Cho ham so fix) = X . --‘F; med .vé1rm la tham sé.
x s

. Xdc dinh m dé do6 thi cua hdm s6 v = fix) cé diryng tiém cén xién ¢i qua

diém A(1. 5).
Khao sat va vé d¢ thi cua hAm sé v = fix) véim = 1.

Tim gid tri cua m dé fix) > 0 véi moi x théamén 4 < x < 5.

Giai

. X4c dinh m dé ham sé ¢6 dudng tiém can viép qua A(1; 5)

mx* + 3mx + 2m 4 1

Ham so6 : N

x -1
Gm_fﬁl

¢S thé vidt © y=mx + dm + —

— (1)

Khim = é thi dé thi suy bién tharh dudng thdng ta khong c6 dudng

tiém can xién.

lim (ﬁ}‘}:{) =0 pény=mx+ 4m la dudng

Khi m = »_é thi (1) cho: lim [ =7
tiém can xiép cua doé thi. Pudng nay qua A(1; 5) nén :

S5=Im+4m < m=1
Vay khi m = 1 thi do thi cia ham s6 ¢6 dudng tiém can xién qua A(1; 5).
Khao sdt va vé dé thi khim = 1

L

Khi m = 1, ham s¢ la: y=x+4+~-f-i.
x_..

MXD : D =R\ {1}.

Paoham: y =1- —

Y0 <4 X=1%47 vi=1=47,
“* Khi x=14+ 7 thi y=5+2\5
* Khi x=1-v7  thi y=5-27

Giéi han :* limy = +o : dudng tiém can ding : x = 1.

X —»]

“limy = lim (x +4+ Z—i) véi lim = 0 nén dudng

X1 X -t X - X—txr X -

tiém can xién 1y = x + 4.
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Bang bién thién :

X | o -7 1 1+ 7 +o0

y + 0 - - 0 +

y B-0~7 +x +50
—~0 / \ o \ 5+2.‘[’?/

D4 thi 1a mat hyperbol xién géc ¢6 : diém cuc dai : |1 -7 ;5 - 247 ),

diém cuc tidu : {1 +V7 ;5 + 2V7).
yA

5+2/7F-4--=<

1447

doindl

r
E

3. Tim gi4 tri cia m dé f(x) > 0 vdi moi x thdaman 4 < x <5
Khixe (4;5/thix>1nénflx)>0 =» mx*+3mx+2m+1>0

Do d6, bai todn trd thanh : Tim m dé fix) = mx* + 3mx + 2m + 1 > 0 (1)
vél moi x thoa man 4 < x < 5.

Ta ¢6 cdc truong hop sau
i) m=0.Licd6, (1) < fix)>0 v6imoixthoamdn 4<x<5
m = 0 nhan duoc.

ii) m>0. (1)cé dd thi la parabol (P) véi dinh S ¢6 hoanh dé :

Do do, fix)> 0 vé6i moi x thoa man 4 < x <5, ta chi can fi4) > 0
= . 80m+1>0 (ding vdi m > 0).

Vay : khi m > 0, bai toan duogc thoa man.
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iii) m < 0. Luic nay (P) cé bé 16m quay vé phia y am nén bai todn
dugc thoa man khi fi5) > 0.

&> 42m + 1> 0 &2 m>_w..};ﬂ
42

Vay : khi - T:ﬁ < m < O thi bai toan dugc thoa man.

Tom lai : khi m > - ;2 thi f(x) > 0 v4i moi x thoa man 4 < x < 5.

NY
AY

).

U‘ pr—
P2 4

Of 1 2 3/4

1
W

e R e
o
ok
o
W
oy -

\.;../ m>0

m<0

NAM 1998

43. DH QUOC GIA TPHCM - KHOI A - POT 1

. Khao sat su bién thién va vé d6 thi (C) cia ham sé : y = - x* + 3x

Tir d6 suy ra dé thi cua hAm sé y = ~Ix!”’ + 31x! (vé hinh riéng).

. Tim tdt ca cdc gia tri cia m dé phuong trinh : x’ - 3x = —>——
. m- +1

c6é 3 nghiém phéan biét.

Giai
. Khdo sét sy bién thién va vé (C) 1y = - x” + 3x.
MXD: D =R

y = -x'+ 3x

5 y = -3x*+3
y = 0 < x=1hay x=-1
y' = -6x
y'= 0 & x=0

Vay : 1(0; 0) vira la diém udn vira la tam déi xung.
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Bang bién thién :
X L &

y' : 0 + 0 =

y +x\\\\\$“2’/////? 2\\\\\$

Tri dac biét :

X & 2 = oy

X=-2 = y=2

Suy ra dé thi ham sé :

~x®4+3x néu x20 (Cy}

y=-I1x1*+3Ixl =
x3 - 3x

néu x <0 (Cy)

D6 thi (C)) 1a mét phan cua do thi (C) (da vé) khi x > 0.
Dé thi (C,) 1a phan déi xing cua dé thi (C,) qua truc hoanh khi x < 0.

\7

.
i /i ,
Mo :
~21¥ =1 2
Tl %
\ j’
Vo e
-2
Tim tat ca gi4 tri m dé phuong trinh x* - 3x = gm ; (1) ¢6 3 nghiém
m° +
phéan biét
(1) < -XH + 3x = - :2}{1}‘
m- +1
Dat’ : k = :"'2'2"["‘1— - '"X:{ +3x=k (2)
m° +1

m théa méan bai toan <> x thoa man (2) c6 3 nghiém phan biét.
Dua vao bang bién thién, k thoa man bai tod .

[l
4

0 f 1
< 2<kce?2 o -9 < T]n— < 2 o )‘m tl>m
me o+ l-m<m? +1
’ 1 3 )
2 m--=-| +—->0 (Ding ¥Ym)
{m ~-m+1>0 . 2) 4
Lo <
2e¢m+1>0 1 2 3 o
‘ | m+~-—) +—->0 (Dung Ym)
l 2 4

Vay : vm € R déu thoa man bai toén.



44. DH KINH TE TPHCM - KHO! A

Cho ham sp : v = — |

. Khao sat su bien thién va vé do thi (C) cua ham s6. Chung to réng (C)
c6 m¢: tam do1 xing

. Tim tap hop cac diem trong mat phang toa do Oxy dé tir d6 ta c6 thé ve
duge ha: tiép tuvén dén do thi (C) va hai tiép tuyén dé6 vuéng goc véi
nhau.

Giai
. Khao s¢t su bien thien va vé do thi. Ching to (C) ¢6 dudng tiém cén
xXién

L

X
T ox 1
MXD:D = R\ {1}
2x(x - 1) - x2 % - Ox
T T

= 0 ¢« X=0 hay %x=2.

Pudng tém can .

. liny = x =  x=1la duong tiém can ding.
X
X’ X+ 14+ :
® = —— = X
y x -1 x-1
{
hin | }. =0 = y = x + 1 la duong tiém cén xién.

; S '\X~]}

Bang bén thién

X 5 0 1 2 +00
y + 0 - - 0 +
y 0 + 0 +0o0
i / \ —or \\ 4 /
; . 1
Tri dacbiét: x=-1 = y=--é-

x=3 = y =

N

Nhan 26t : Tam d61 xing (néu c6) 1a giao cua hai dudng tiém cén.

Goi I(x y) la tam doi xding, ta cé :
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X =1 =1
e
y=x+1 y=2
Vay I(1; 2) la tam déi xing cua (C).

Tim tap hop cdc diém cua mat phang Oxy
dé tir d6 vé duge 2 tiép tuyén dén (C) va
vuéng goéc voi nhau

Goi M(x,; y,) la cdac diém can tim.

Phuong trinh dudng thiang (d) qua M :
y=k(x-x,)+y,
Phuong trinh hoanh dé giao diém (d) va (C) :

xZ

x-1

= k(x - x,) +y, (diéukiénx #1).

o xX*=zkx-x)x-1+y(x-1

o 0=(k-1x*+(y, - kx, - k)x + kx, - y,
(d) tiép xuc voi (C) <«

< A=[y, -kix,+ Df - 4kx, - y)(k-1)=0

& yE - 2kyux, + 1P+ kAx, + 1) - 4(kx, - y,) (k-1)=0

o k¥x, - 1)+ 2k[2x, + 2y, - Yo(x, - 1)*) -4y, + ¥2 =0 ()
(X,; ¥,) thoa man bai todn .

& (%) 6 2 nghiém k, va k, sao cho kk, = -1

= M =-1 o y2-dy,=-x-1)
(%, = D*
o (X -1 +(y,-2¢=4
Vay : tap hop nhing diém M la dudng tron tam I(1; 2) (tdm d6i xing
cua (C) ¢6 bdan kinh bang 2, bo cdc diém (1; 4), (1; 0), (1 +V2 ' +\/—é ),
(1-v2;2-v2).

45. DH QUOC GIA TPHCM - KHOI A - DOT 3

Cho ham s6 : y = m*x" — 2x” + m vdi tham s6 thue m = 0.
Khao sat su bién thién va vé do thi cua ham s6 khim = 1.
Khao sat su bién thién cua ham sé khi m = 0.

X - - . J i 2 o - S
Tu dé xdc dinh m sao cho m*x’ - 2x° + m > 0 v4i moi sd thue x.
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Giai

1. Khdo sat su bién thién va vé dé thi khim =1

1

y=x ~-2x +1
MXD:D = R
v o= 4x - 4x = 4x(x* - 1)

\a

= 1 & x=0 hay x=1 hay x=-1.

Bang bién thién :

X - -1 0 1 +00
y - 0 - 0 - 0 +
Y

e (Gid tri dac biét . x = 2 2= y=b

e Gidihan: lim y= lim x'= +x,

° D6 thi (C) :

- C6 gia tri cuc tiéu bang 0 khi x = +1.

2. V6i m = 0 khao sat su bién thién :

Co gia tri cue dai bang 1 khi x = 0.

+x\0/1\ O/+oo

X==d = . =9

X — 20 X~ 2o

m°x" - 2x* + m = fix)

_V =
= v = 4mx’ - 4x = 4x(m*x* - 1).
: 1 1
,Y'=O = X =0 hay X= — hay 5 ==
m m
e Vgim>O0:
X o ‘_1' 0 1* +0
m .m
y‘ - O + O — O +
y +x
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3 Vérm < O :

| 1 g B i
m m
' - 0 + 0o - 0 +
+2 m +2
NweT N we
5l oo
m? -1
Vay : fix) 20, Vvx e R o e 200 & WML
m

46. DH Y DUGC TPHCM

Cho hamsé :y=-x"+ 2(m + 1)x* - 2m - 1.

1. X4c dinh tham sé6 m dé dd thi ham so cdt truc hoanh tai bén diém cé
hoanh d¢ lap thanh mot cap sé cong.

2. Goi (C) 1a dé thi khi m = 0. Tim tat ca cdc diém thudc truc tung sao cho
tit d6 c6 thé ké dugc ba tiép tuyén véi dob thi (C).

Giai
1. X4c dinh m dé ham sd cit truc hoanh tai 4 diém c6 hoanh dé lap thanh
1 cdp s6 cong
Dat : t = x*  (t>0)
Tacé: y = fit)=-t°+2(m+ 1t -2m - 1 (*)

DPiéu kién can va du dé (*) ¢6 2 nghiém duong phan biét va t, = 9t,
la :

: , m # 0
A>0 A=m*° >0 . m>--1~
S>0 2m +1) >0 S
; == 4 & 1 = <m # 0
P>0 2m+1>0 1 e
2 t2=9tI
Lt2 =9t1 t'.Z:gt‘] t__,‘ ;:gtl
Nhdan xét :
tm—(m+1)+lnz1
Tiu (*) ta c6 : ( _i)
t='"m+ m:‘2m+1
T
Do do t, = 9t, &5 (1 =92m+ 1)hay (2m + 1) = 9|
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&5 (1 =18m+9 hay m=4]
r 4 ]
&3 L = 5 hay m = 4J

(o

Vidy :m =4 hay m= re

. Tim tat ca cac diem & Oy sao cho tu do ta ke duge 3 tiép tuyén dén (C)
Khim=0thiy=-x"+2x"-1.

Goi diém A(0; a) € Oy.

Phuong trinh tiep tuyén véi (C) tai M(x,; v,) la :

v = yix,)hx - x,) + y(x,)

y = (~4x5 +4x) (x-x,)+ (-x} +2x2 - 1)

y o= (~4xd +dx)x+dx} -4x? - xde2x2 -1
y o= (-4x3 4+ dx)x +3x} ~2x% -1

(A) qua A(0; a) & a=3x!-2x*-1

& 0=3x!-2x2-1-a (1)

o
Goti (d) : y = ax + B 12 tiép tuyén vdi (C) c6 2 tiép diém
= Phuong trinh hoanh d¢ giao diém cua (d) va (C) c6 2 nghiém kép.
= x'-2%¢+1+ax+B=(x-bF(x-c)=

= x' = 2x'(b + ¢) + Xtb” + ¢* + 4be) - 2be(b + ¢)x + b%c%
Péng nhat hé so :

;b+C'-"O b+c=0
{;b2+c"'+4b03—2 - be = =1
~2be(b + ¢) = & =0
?'_b"fc‘z =p+1 =0

Vay : y = 0 la tisp tuyén duy nhat cé 2 tiép diém vdi (C).
e Néua=0thi(l)cho: 3x!-2x*-1=0 %)

(*) khong c6 3 nghiém phan biét (khéng c6 nghiém x3, = 0; x5, > 0)
e Néua=0thi(l)cho: 3x3 -2x*>-a-1=0 (**)

(x% =0; xZ, > 0)

Muén (**) ¢6 3 nghiém phan biét, ta phai cé a = ~1.

Vay : diém can tim : A(0; -1).
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47. CD KINH TE D01 NGOAI

x2+x—1

Chohamsé :y =
x -1

1. Khao sat su bién thién va vé do thi (C) cua ham sé.

2. Viét phuong trinh cdc tiép tuyén vdi (C) song song véi dudng thing
4y - 3x+1=0

3. Dung dé thi cia (C) dé bién luan theo m sé nghiém ctia phuong trinh :

sin’x + (1 -m)sinx+m-1=0 (—%<x<%).

Giat

1. Khdo sat su bién thién vave (C): y =

e« MXD: D=RN\|{1}

(x - 1)
vy 2 0 & x=0 hay x=2
e Bédng bién thién :

x | - 0 1 2 +0

y + ~ +

¢  DPudng tiém can :

limy=zo = x = 1 la dudng tiém cin ding.

X1
2 -
oo Xaxsl_ o1
_1 e
. 1 . . . in
¢6 lim — =0 nény=x+ 2 la duong tiém can xién.
X-»xm X -
. . . n 11
e Gid tri dac biét: x =3 = y= 5 ;
1
X = -1 = = —,
Y=

e D6 thi: (C)la mdt hyperbol xién géc nhan :
- Dudng thing x = 1 1a tiém can ding.
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PBuosneg thang v = X +'2 tiem can xién.

Piem 2: 5 lam diéem cuc tieu.

' - Piém 0; 1) lam diem cuc dai. '
}
G Ak ' 2 - 3 I
2. Viét phuong trinh cua tiép tuyén K
: i
i
i
i
i

o

song song voi - dy - 3x +1 =0 /21/
- ) s d? 3 9 --1%
Tiép tuyen co he so goc  k = . 2 /:/qw“g

7 -1 |2 %
- Goi M, (x: v, la tiep diem.
Ta ¢6 : s ij: z 8 ey dxs 8x, =3 x2 - 6x, + 3.
(x, ~ 1) 4
= x* - 2x,-3=0 <  ¥y==1 AV X,o=3
PTTL ; y:qt(:ac+1)+:13 5 y:-%x+§— :
va y:ZlX«~3)+lé% 5 y:—z—x+1£—
8. Bién luan theo m s6 nghiém cua : sin“x + (1 -m)sinx+m-1=0 - (%)
Pat: t=sinx te(-1;1)
(*) & t+(1-mt+(m-1=0
o t#+t-mt-1+m=0" & t°+t-1=mit-1)
o Vel
(t-1)
o fUi=m (vai fit) la vé trai)
. fix) cd do thi (C) da vé ¢ trén.
Dua vao bang bién thién va dé thi (C), ta c6 :
m ! S6 nghiém
+x 0

e @

b

Pk

1
2

o
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48. DM NGOA! THUGNG - ¥HOI D

1. Khdo sat su bi&n thién va vé do thi cia ham s6 'y = x’ + 3x* - 9x + 5.

2.

Trong tdt ca cdc tié€p tuyén vdi do thi cua ham s6, hay tim ti€p tuyén cé

hé sé goc nho nhat.

5
-

<o | M

Giai
Khiosatvave y=x"+3x*-9x + 5
MXP: D=R
y = 3x>+6x-9=3(x"+2x - 3)
Y= 0 < x=1 hay x=-3.
‘"= 6x+6
S o x=-1
1(-1; 16) la tam d6i xing.
~ -3 4 +%

' -+ 0 - 0 +

e 32 +
. / \ . /
Trong cdc tiép tuyén vdi (C), tim tiép tuyén
c6 hé so géc nho nhat.

« < <

Phuong trinh tiép tuyén c6 hé so goc :

yi(x,) = 3x% +6x,-9

—¥y(x,) = 06X, + 6
X - ~1 +

y" 0+

+ | +x
\ «19 /

Vay : GTLN cuia hé sé goc tiép tuyén la k = ~12 tai diém c6 x, = -1.

Phuong trinh tiép tuyén : y=y(-1)(x+ 1) +y(-1)=-12(x + 1) + 16

y=-12x + 4.

49. DH DL NGOAI NGU - TIN HOC

A 4

xzfx+1

. Khao sdt su bién thién va vé do thi cua hAmsé 'y = —————-

X
e L e wE b v e XEPexAl

Tir d6 hay vé do0 thi cua hamsoy = — T (vé hinh riéng)
X .

(C).
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2. Tim nhimg diém riéng trén do thi (C) sao cho tiép tuyén tai dé vuong

goc voi duong thang v = x.
Giai
1. Khao sat su bién thién va vée (C) 1y = =

MXD : D =R\ {0},

) , (D3 = 1% = (H% <%+ 1) ;T |
Pao ham: y = -—~rr- e B smemgen
X" X

¥y = 0 & x=1hay x=-=1.
Puong tiém can :

. limy =~ =  x =0 la duong tiém can dung.

x>0

X" -x+1 P
® y = e E e ]
X X

vdr lim =0nény=x-11adudng tiém can xién.
X =¥ L \(_

Bang bién thién :

X | -> -1 0 1 +00

y + 0 = - 0 +

y "'_/7“3\ l“‘"\ /’”"

Gid tridacbiét: x=2 = y= o
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2

X =x#+1

?

B vdr x> 0(C,»
X fx+_vl_§ I x| '

I

y = femeow ,
IxI %° =k

| x|
Po6 thi (C)) la 1 phan cua do thi (C) (da ve) khi x > 0.

véi x < 0(C,)

Dé thi (C.) la phan doi xing cua (C) qua truc hoanh khi x < 0.

2. Tim nhirng diém trén (C) sao cho tiép tuyén dé vudng géc véi y = x

Goi M(x,; y,).la tiép diém.

7
- i . + . a’ n” . v i x- - 1'
Hé s6 géc cua tiép tuyén (A) tat M v6i (C) . y'(x,) = ¥ —
: X2
| g
Ta c6 : —9-“5% d1=-1 dieu kién x, # 0.
Xo
& x§—1=~x3 < fo:l
¢ ’{
Y ve
< X, = hay x,= - .
2.
i e 320 y 3- /2
o - e = e
2 12
\‘2 3+ \,2
® X, = —— = ¥ B e
2 <2
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50. HOC VIEN CONG NGHE BUU CHIiNH VIEN THONG

Cho ham <0 v = x 12x + 12. §

Khao sat su bien thiéen va vé do thi cua ham soé da cho.

Xac dinh giao dicm cua do thi vdi duong thang y = -4.

Tim trén duing thang y = "4 cac diem ma tir d6 c6 thé ké dén da thi
cua ham so da cho ba tiép tuyén phan biét. .

Giai
1. Khao sat su bién thién va ve (C) v = x' =712x + 12
MXD : D R.
y = 3x°-12 = 3(x* - 4)

il

¥ = < x=2 hay x=-2
y' = Bx

y' 0 &> % =
Vay : 1(0; 12) la tam déi xing vua la diém uén cua (C).
Bang bién thién

X | -% -2 2 +%

\4 + 0 = 0 +

v 28 -
'-;r/ \_4/+y

Do thi (C):
e (6 diém cuc tiéu (2; -4), diém cuc dai (-2; 28)
e (0 diem udén 10; 12).

A 4

2. Xdc dinh giao diém cia doé thi véi duong thang y = -4

Phuong trinh hoanh do giao diém :
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x'-12x+12=-4 o x'-12x+16=0
o (x=-2)(x*+2x - 8) =
< x=2(kép) hay x=-4(don)
e x=2 = y = -4 (tiép diem)
e x=-4 > y = -4 (giao diém).

3. Tim trén dudng thang y = ~4 cic diém ma tir dé6 ké duge 3 tiép tuyén
véi dé thi (C)

Nhan xét : Mbi tiép tuyén vdi (C) chi cé 1 tiép diém.
Tiép tuyén (A) tai M(x,; y,) :

y

= y = Bx2-12)(x-x,)+ x3 - 12x, + 12

yi(x,).dx - x,) + y(x,)

1]

(A) qua A(a; -4) -4 = t3x -12)(a - x,) + x - 12x, + 12

-2x3 416 + 3(x? - 4)a.

]

-2(x3 - 8) +3(x% - 4)a
= (x - 2)[3(x + 2)a - 2(x® + 2x + 4))

g ¢ ¢ ¢ O

o O o =
1

= (x - 2).g(x)
a thoa man ba: todn.
Voi: gx)=-2x2 - 4x, - 8 + Jax, + 6a
& glx)=-2x2 +x.3a-4)+6a-8
(g(x) ¢6 2 nghiém phan biét kiléc 2)
{(3a-4)2 +8(6a - 8) > 0 |
g(2) 20
a>i4—haya<m4 a>ivéa¢2
3 = 3

a2 a<-4.

51. CAO DANG SU PHAM

Cho ham s6 : y = fix) = il,l

x-1
1. Khao sdt su bién thién va ve db thi (H) cia ham sé.

2. Goi (d) la dudng thdng c¢6 phuong trinh : 2x —y + m = 0 (m la tham s6
thuc)
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Chﬂng minh rang (d) luon cat (H) tai hai diem phan biét A, B trén hai|
nhanh cua (1

3. Xac dinh m dé do dai doan thang AB ngan nhat.

Giai
2 . g : X+ 1
1. Khdosatvavedothi(H):y= ~— 7
x Y
MXD D=1 \4l}
2 ¥y = (x—l)—(x2+1} = % 72 <0, V2 ¢ D.
(x-1) (x ~-1) ‘
Puéng tiéem can : e limy= lim SRE =1
X X-2m X — }r

=

y = 1 la dudng tiém can ngang.

) . o x+1
¢ limy=lim —— =
x-»1 x—-»>1 x -1

e

x = 1 la dudng tiém can dung.

Bang bién thien :

X —x

3 +0C

y

X
X

X

X

Dé thi la

y |1 T+
\_'\1

= 2 = y = 3
= 0 > y = -1
= 3 & Y = 2
= -1 z ¥y & 0

mot hyper:o! vauéng goc ¢6 duong tiém can ng'ang' y =1va

duong duong tiem can mgx = 1.

2. Ching minh rang’d: uon cdt (H) tai hai diém phan biét thudc 2 nhénh

khac nhau

Phuong trinh hoann = > giao diém eua (d) va y = f(x) :

x +1

=2 e iXELl) & xA+1=(2xv+m)(x—1)

x-1

& x+1=2%"+mx-2x-m

< 0:2x2+(m»3_)x-(m+,1) (1)
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2(1) = 2[2+(mMm=-3)-m - 1|
= 2-2)=-4<0
Vay : (1) ¢6 2 nghiém phan biét thoa man x, < 1 < x,.
3. Xac dinh m dé AB ngén nhat
Goi A(X,; vy) va A(xy; yu)
AB? = (xp ~ %) + (yy - ¥y)°
= (xg - x,)"’ % (2% + m — 2%y — )’
= (X — X;)° + 4(xs - x;)" = B(x, - x,)°
I (3 - m | ’ m+ 1

= B(xy + X)) - 4x1%,] = 5“ = [ G e

= g[(meJz+8m+81= -g[m3+2m+17|

= é[(m + 1)+ 15| 2 5 16 = 20
4 4

=5 AB = 2;[5 &5 ms=-1.

52. DH VAN LANG - KHOI A

x2cos0 + X + Sin’ oCosu + sina

Cho ham 86 : y =

: X + COSuU
trong dé umm s6 a # kn. (k nguyén).
| 'a) Tim gid tn cua o d& ham s ¢6 cuc dai va cuc tiéu

| b) Ching minh rﬁng tiém cAn xién cua dé thi ham s6 luon t:ep xtc véi mot
parabol (P) ¢d dinh.

c) Tim quy tich ti€p diém cua tiém can xién véi parabol (P).

Giai
a) Tim gid tri cia a d&é ham sé c6 cuc dai va cuc tiéu

x2cosa + x + sin’ wcosa + sina

i
X + COSt
o o xZ cosa + 2xcos’a + oSO — sina - sin’ucosu
il _ (% + cosa)?
» g(x) .
T (% + cosu)’

« thoa man bai toan.
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{
1

i=\;g >0 :SillUCOSU ) fsin2a > 0
H ]
j1g(~kcosu) =0 oo, a # kn => e
i 0 o *F —
[Cosu # ' T s
L lu 2 — + kn &
12n < 2a < n+[2n
n
b - < In<acx +in e Z).
a# — 7 _
Puong tiém can xién tiép xuc vdi parabol (P) ¢6 dinh
x*cosa + sin‘ wcosu + sinw . S sinu
y = = XCO0SU + smm o +
X + COSQ X + cosu

a e sinu . . . i .
Véi lim ———— =0  nén y = xcosu + sin’a la duong tiém can xién.
x—% X + COSQ

\

(*) chung té duong tiém can xién luon tiép xuc vdi parabol c6 dinh :

Suyra: y = xcosa + 1 - cos’y = «(cosu ~-2—xJ % sz +1 ()

.

1 3 5 A . <A z '
y=. 3 x” + 1 vi luén c6 nghiém kép x = 2cosa.

QuSr tich tiép diém cua duong tiem can xién vdi (P)

Toa dé tiép diem : X, = 2cosu ;
1 g 4
Yo = -44005 a+1=cos’a +1
: xo " 9 x;‘f :
Thay cosa = 5 vao y,= 1+ cos’u, ta duge : y, = ) +1

Vay : quy tich cua t1ép diém 1o parabol ¢6 dinh ¢ trén vai diéu kién
1
X, %2~ va X,#-— (a=#kn).
. 2

53. DH KY THUAT CONG NGHE

Cho ham s6 1y = x — mx + m - 2 ¢6 do thi la (C,).

Tim diém co dinh cua (C,,) khi ni thay doi.

Khao sat su bién thién va ve do thi (C) cua ham sé khi m = 3.
Dung do6 thi (C) bién luan theo k s& nghiém cua phuong trinh :

x 3x -k +1=0.
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1.

186

Giai
Piém co6 dinh cua (C,,)

(Cw):y = X' -mx+m-2 sy = X¥-mx-1)-2

. .x e 1 - 0 = 1
(1) nghiém ding, vm ¢ R o 5 o
ly = x° -2

Vay : (C,) qua A(1; -1), ¢c6 dinh ¥Ym ¢ R.
Khao sat va vé (C) khim =3
Tacé:(C): y=x"-3x+1
MXD ‘D = R
Paoham: y = 3x’-3=3x"-1)

y = 0
Diém cuc tiéu : (1; -1).

Diém cuc dai : (-1;-3).

Piém uén : (0; 1). ’

Bang bién thién :

X -0 _ -1 ' 0 1 40

,'-._'_""'A".y' o+ 0 =2 E 0 . ¥

y _m/v3\)ul/+w

. Bién luan s§ nghiém :  x'-3x-k+1=0

o> x'-3x+1=k
Dat :y = x* - 3x + 1 thi ham s6 ¢6 dé thi (C).

Luc d6 y = k ¢6 do thi la duong thing (1) cung phuong vdi Ox, cit Oy
(0; k). Tvén do thi ta co ;

e k>3:(d) cat (C)tai mot diém 12én (1) c6 1 nghiém don.

e k=3:(d) tiép xic véi (C) tai diém (-1; 3) va cidt (C) tai 1 diém (2;
nén (1) £6 1 nghiém kép x; = %, = -1, mdt nghiém don x = 2.

e 3>k>-1:(d)cAt (C)tai 3 di¢m phdn biét nén (1)¢é 3 nghiém do

e k =-1:(d) tiép xic vai (C) tai (1, 1) va cdt (C) tai diém (-2; -1) 1
(1) ¢6 1 nghiém kép x, = x, = 1, mdt nghiém don x = -2

e -1>k:(dcat(C)tar1ldiem nén (1) cé 1 nghiém don.



54. DH KIEN TRUC HA NOI

¥ ]
x2 4+ 3mx + 3m*

ChO hr?lm SCA)‘ Y= :
X + 2m

Trong truong hop do thi ham 20 ¢6 hai duong tiem can, hay ching minh
rang giao diem cua hai duong tiém can doi xung cua do thi ham so.

Tim m dé do thi ham so ¢6 duong tiém can xien di qua A(-1, 2).

Khao sat su bién thién va ve do thi ham so ung véim = 1.

Giai
Giao diém cua ha! duong tiem can :

2
e s s m°
Ham so6 c¢6 thé viet thanh: y = x+m+ — (1r

X +2m
Khi m # 0 thi ham s0 ¢6 duong tiém can xién :©  y = X + m.
Ham s6 c6 duong tiém can ding : x = -2m.

Giao diem I cua hai duong tiém can ay ¢ toa do : (x = -2m; y = -m)

~ . X
Trong phép tinh tien OI, cong thue deéi truc Jt

1 |
< P
| |
g5 N
]

2
Thay vao (1), tacé : Y = X + L%

Day 1a ham s6 1é nen dé thi nhan goc I lam tam déi xing.

Khi m # 0, dé thi cua ham s nhan giao diém I cia hai duong tiém can
lam tam déi xung.

Tim m dé dé thi c6 dutng tiém can xién qua A(-1; 2)
Pudng tiéemcan xiétny=x+mquaAnén: 2=-1+m & m3
Khao sat va ve do thi khim =1

1‘

Khim =1thi(litrothanh: v = x+ 1+ :
: ‘ X +2

eMXD: D = R\ {-2

1
ePDaoham: y = 1-
< (x + 2)?
= <
Y X = -3

e Diém cuc dai : (-3; -3).

e Diém cuc tiéu : (-1; 1).
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e Bang bién thién :

X | - -3 -2 -1 +x

s + 0 : ; . 0 +

v -3 ||+ +%
/ \ \ 1 /

e Gidi han :

. 3 1 ,
+ limy=4+4x. Ngoaira:y=x+1+ - ~+- ¢6
. A2 X+ 2

nén y = x + 1 la dudng tiém can xién.

_._\
i
[a—
i

+ limy= lhm :
x—-2" x+-2 \ X+ 2/

i "‘\\is

nén x = -2 la dudng tiém can dung. ._

e D6 thi la hyperbol xién goc (H).

I-—r-——-q

55. DH HANG HAI

2 ;
Chohamsd:y=-x"+2x+3 (1) va y= xém- -4x + 3 (.

Vé cac dubng parabol biéu dién cdc ham s6 (1) va (2) trén cung mot |
truc toa do. Hay xdc dinh cac gia tri cia m sao cho dudng thang y =
cat ca 2 duong parabol (1) va (2).

Gia sif m thoa man diéu kién 6 cau 1, goi giao diém cta dudng thang v =
vdi parabol (1) la A va B, vdi parabol (2} 1a (C) va (D). Hay xédc dinh
sao cho do dai dudn thang AB biang dé dai doan thang CD. T’un do d
cac doan thang fn trong truong hdp ching b”ing nhau.

Giai

. Vé parabol :

{P):y=-x"+2x+3
(T ¢4 diden cue dai (1: 4) qua cac diem (0. 3, (2; 3).

<

(Pooy=  -4x+3

«P.yea diém cue tieu (4; -5) qua cac diem (0; 3). (6; -3).

(d): v=m cat(Pypva(P,) < -5<mc<4 (]



~V

(7

Xac dinh m
Phuong trinh hoanh do giao diém cua (P)) va duong thang (d) : y = m la:
-X"+ 2X+ 3 = nm. (1)

Goi xa va xp la hoanh do giao diem cua (P)) va (d) thi x, va x; la
nghiém cua (1)

Mat khdc, AB cung phuong vdi Ox neén :

AB= | sy~ xal £ 204 m : (2)
Tuong tu, phuong trinh hoanh d¢ giao diem C, D cua (P,) va (d) :

X ~-8x+6-2m=0

Suy ra : CD =1 xp-x¢l =2+v10 +2m (3)

Theodé bai AB=CD < V4 -m=10+2m  (do(2)va (3)
&S n & =2

m = -2 thoa man °), (2) va i{3) nén nhan dugc.

Vay : khim = -2 thi(d) : v = m cdt (P va(P,)

Do dai doan thang AB

Ta ¢6 : AB=2V4-m (do(2)) & AB=2V6.

56. DH THUY SAN

2
_— b g R am mw o mTE o X -2x +2
- Khao sat su bién thién va vé do thi cua hamsé : y= —— - -
o 5 . " < e ; . x* -2x +2
- Bién luan theo tham s0 m s6 nghiém cua phuong trinh NPT m
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Giai

: RN
1. Khaosatvavé dothi: y= Ll il o y=x-14+ .
: X1 x-1
MXD: D=R\ {1}
"* - x=0
Paoham: y = 1- lemg— : y=0 +» < [
| ;s (x ~ 1) X =2

biém cuc dai : (0; ~2).  diém cuc tiéu : (2; 2).
Gidi han :

e lim y=+»; lim -—-1—1 =0nény=x-11la dudng tiém can xién.

X-»t0 Xx—=tn X -

e limy=+» nénx=1ladudngtiém can ding.

Xx—1

Bang bién thién :

X | —=» 0 . 1 ' 2 +1
yA
y + 0 o = 0 +
y | -2 $9C +
—I/,\~x \2/ i
0| ]
" _ 12
D6 thi la 1 hyperbol xién gée (H). =
2. Bién luan : /-
i
2 oy .9
5 Xx° -2x + 2 e |
bat: y = - -—5—" =4
i x -1
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) .
X -2x + 2

Do dé, do thicuay = gom hai nhavh :

e Nhanh (C)) trung v6i phan cua (H) khi x > 1 [do (1)].
e Nhanh tC,) do1 xiing cua (H) qua Ox khi x < 1 do (2)].

X! -2x 12

Mat khac, vi
' Ix 1l

= m (3)

: x2 - 2x+2 )
va Y om s, nén y=m
fx - 1l

D6 thi cua y = m la dudng thang (d) cung phuong vai Ox.
Trén dé thi, ta thay :

e m = 2 :td) tiép xic véi (C)) tai (2; 2) va (C,) tai (0; 2) nén (3) c6 2
nghlém kép X =xy = 2yvixy = Xy = 0).

e m> 2:(d)ciat(C)) va (C,) tai 4 diém phan biét nén (3) c6 4 nghiém
phan biét. '

NAM 1997

57. CD KINH TE DOI NGOAI - KHOI A

2 p—
Cho hamsé:y = ©-25%*™ 43 thila (C,)

X-2
Xac dinh m dé ham s6 y ¢6 cuc tri. Tim tap hop cac diem cue tri cua (C,,).
Khao sat va vé do thi (Cy) cua ham s6 khi m = 3.

Tim tiép tuyén eua (C,) di qua diém (1; 0).

Giai
Xdc dinh m dé ham s ¢6 cuc tri
Mién xdac dinh : D = R\ {2}

. . (x . 2N2x - 3) - (x% - 3x +1m) x? 4x+6-m
Pao ham: y' = = & 3
(x - 2) (x - 2)

Ham s6 ¢6 cuc tri <>y = 0 va doi dau
e x-4x+6-m=0 ¢c6 A'>0
Biéts6: A'=m- 2. Az20 o mz22

Khi m = 2 thi y' = 1 (khong doi dau) nén m = 2 (loai).
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Vay ham s6 ¢o cuc tri khim > 2.

N g g ; . - u'v-vu
Goi M(x,: y,)ladiém cuctritaco: vix,)= =
v
: ‘ u u’ u’
y(xﬂ):(} g | —_ :u——'« —_— Ve &= ——'- :2&,-3 Vm
\ \% A%

5
: "'_,,3 <
Khim =3, tacé: y=i——ij—§:xm_1+m}_§
e Mién xdcdinh : D=R\ 12
2

e Daoham: y = x° - 4x - ?
- (x-2)°

y=0 <« x=ihay x=3,
‘Khi x=1thi:y=-1(Cb)

Khi x=3thi:y=3 (CT).

i

H

e limy=+= nénx=2Ilauémcan dung.

X-»7

. . 1 . en e .
e limly-(x-1jf= lim — O nén y = x - 1 la tiém can xién.
X 27 X-+r X —

Bang bién thién :

X - 2 8 <+

y' + 0 - - 0 +

y -1 +x 4+
- / \ e \ 3 /

}‘A\

:3;— —— -

&
W
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). Tiép tuvén cua (C ) di qua diém (1: 0)

Goi d la duang thang qua A(1; 0) ¢6 hé sd goc k.

Phuong trinh cuad .y = k(x -~ 1)

Phuong trinh hoanh dé giao diém cua (Cy) va d :
X2o3x3 L o [k - 30 - kx+3-2k =0 (1)

X il |x =2

beé cho d la tiép tuvén cua (Cy), (1) phai ¢6 nghiem s kép (x = 2) nghia la :

A=0 o k'+2-3=0 < k=1vk=-3

k = e v =x - 114 dubng tiém can xién cua (Cy).

k = 1 b1 loal.

Vay tiép tuyén cua (Cy) qua (1;0)la : v = - 3x + 3.

58. DH DL VAN LANG - KHO1 B, D

xZ+mm? -Dx-m +1

Chohamso: vy=
X-m

. Khao sat su bién thién va vé dé thi cia ham sé khim = -1.

A4
-

Chung t6 rang vdi moi m, ham s6 luén ludén co cue tri.

3. Tim tap hop diém cuc dai cua ham sé khi m thay dai.

Giai

. Khao sat va vé do thi khim = -1

Khim=-1thi: y= .S X -1+ ml
X +1 X+ 1
e Mién xacdinh . D =R\ (-1).
1
¢ Daoham: y=1- ———
(x +1)°

e Khix=0 tht y=0
Khix=-2 thi y=-4
1 la dudng tiém can ding.

o limy=dx = X

x—1
. , . 1
¢ limly-x-1l= lim — =0
X— tur X—tow x+1

=  y=x-11a dudng tiém can xién.
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D6 thi 1a hvperbol xién géc.

S

A
i
|
|
e

2. Chung té rang véi moi m, ham sé luén ludn co cuc tri

P cbp g %% & f_m.z - Dnix + 1 - m?
X—-m
& (x - m)2x + mm? - 1] - [x* + m(m? - )x +1 -m*|
(xwm)")'
, x? - 2mx +m” -1
y —_—

(x - m)*
Ta thdy : x* - 2mx + m° - 1 = 0 ¢6 biét s :
A=m’-m‘+1=1>0,vme R.
Vay y luén ludn cé cuc tri.
8. Tap hop cac diém cuc dai
Tacé6: y = 0 & X —Zoxem*-T=0
&5 Xem~ 1y E2m+l

Bang bién thién :

X —C m -1 m m+ 1 +3
y' + 0 - - 0 +
g P \ /

» " e , . Jx =m -1
Piém cuc dai cua hini s6 ¢6 toa do : .
¥y =2x+m(m” - 1)
Khi m giira (x, y), ta duoc : v = x(x* + 3x + 4)
Vay tap hop nhitng diém cuc dai la toan by dé thi cua ham sé :

y = x(x* + 3x + 4).
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59. DH DL VAN LANG - KHG1 A

; , 2x* +(1-m)x+1+m
Cho ham s : vy = - : (1)
X - m

Véi m = 1, hay khao sat su bién thién va vé do thi cua ham sé.

Chung minh rang véi moi m # -1, do thi ham sé (1) ludén tiép xic vdi
mot dudng thang ¢ dinh tai mot diem co dinh.

Xdc dinh m dé ham so dong bién trén khoang (1; +x).

Giai
Khao sat va vé do thi
2%% + 9
Khim=1thi(l) = y= A =2X + 2 + ...
x-1 %=
e Mién xdac dinh - D = R \, {1}
. : 4
¥ Baobim: y=d--——s
(x - 1)

v =1 <> x=1iv‘{é

- Khix=1+v2 thi y=4+4y2 (CT)
-~ Khix=1-v2 thi y=4- 42 (CD)
e Bang bién thién
X | ~or T2 1 1+ /2 +
+ 0 = - 0 +
y /~7 4 - 4\1‘;;2- +0 +20
s N T e
— el ; 4+4y2
limy = 1w
* xl-«)l y y A
x = 1 la dugng tiém can dung. V
i 4 1+2)F
e lim[y-2x+2)= lim —— =0
X+ X+ W - |

y = 2x + 2 la dudng tiém can xién goc.

Dé thi cua (1) tiép xic v6i mot dudng thang

T ——

¢6 dinh tai mot diem cé dinh 1 R
" ) C vna X
Piém co dinh cua do thi cua (1). 1+Z
[x =2m 4(1-J7)

(1) & :
(X -m)y = 2x +(1-mx+1+m

o
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X #m
e -
Xy ~2x° -x-1l=m(y-x+1)
rxy—2x2mx—1::0 x=-1
>
{y—x+1=0 y=-2
Vay do thi cua (1) qua A(-1; -2) ¢d dinh.

. ‘ 2x% -4mx +m?> - 2m -1
e PDaohamciay: y = 12 o

(x —m)
Khix=-1thiy' =1, vme R\ {-1).

VAy tiép tuyén tai A(-1; -2) cua do thi cua (1) ¢6 phuong trinh : y = x - 1
nén tiép tuyén nay cé dinh.

c) Xdc dinh m

Ta c6 - ¥ = 2x% —4mx +m? -2m -1

(x - m)?
Dau cua y' la ddu cua f(x) = 2x° - 4mx + m° - 2m - 1.
Biétso: A = 4m°-2m“-2m-1)=2m°+4m + 2 = 2(m + 1)°.

) i 2m+(m+1)\/§ (2+J§)m+ﬁ
f(x) ¢6 2 nghiém : x,; = - = ¢

_ 2m~(m+1)fé

(2-«\/-2_)m-\/§

2 2

Ta cé6 : 2(x1—xz):2m+(m+1)\/— -2m-(m+ 1) J-?:]

2x; - X2) = 2(m + 1) V2 (1)
Cé6 2 truong hop : .
i) m>-1. Lacdox, > x, [do (1))

D& ham c6 doug bién trén (1; +x), ta phai ¢6 :

)
x1€1 <« ..m+(r121+1)\/§ 1 5 2m+m\/§ 5‘2-\/_2_

2 -2 (2 -v2)?
&S me< — ———

2442 2

IA

= m <

Vay khi -1 <m < thi y dong bién trén (1; +x).

il) m < -1. Lic dé x; > x; [do (D]

Dé ham s5 dong bién trén (1; +x), ta phai co :
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'

_ 4 2
Bl o “‘; Ly2 <1 = 2-J2m=2+ V2

“

(2+ 21
o i & A o me3+2y2.

i}

{

Vay khi m < -1 thi v dong bién trén (1; +x).

Tom lai, khim < 3 - 2 V2 thi y dong bién trén (1; +x).

60. DN DL NGOAI NGU - TiN HQC

Chohamsd: y=x'+kix+1)+1 (1)

1. Khao sat su bién thién va vé do thi cia ham sé img véi k = -3.

2. Bién luan theo tham so6 m nghiém cua phuong trinh : x* - 3x = m.

3. Goi (Cy) l1a d6 thi cua ham s6 (1). Tim tat ca cdc gid tri cia k dé dudng

thang y = x + 1 tiép xuc vai (C)).

Giai

. Khao sat su bién thién va vé do thi khi k = -3
Khik=-3,thi: y=x'-3x+1)+1

e Mién xdc dinh: D = R.

e Dao ham : y =3x' -3
y=0 2 X523
Khi x=1 thi = -4.
Khi x=-1 thi y=0
¢ Bang bién thién :
X | -x -1 1 +90
y - g = 0 - AY
y 0 +20 m-—2 | (d)
—a / \3 4 / .

e Dimuén: y =6x=0= x=0;, y=-2
I(0; -2).

e Do thi: hinh bén.

. Bién luan : C): y=x'-3x-2.

(d): y=m-2

thi x* - 3x = m 1a phuong trinh hoanh dé giao diém cta (C) va (d).
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Trén do thi, ta ¢é :
e m-2>0<m>2

(C) va (d) ¢6 1 giao diém duy nhat nén x’ - 3x = m ¢6 mét nghidm don

e m-2=0 < m =2 thi (C)va (d) tiép xic nhau tai : x = -1 cdt nhau
tai x = 2 nén x” - 3x = m ¢6 1 nghiém kép x = -1 va nghiém don tai
X = 2,

e 4<m-2<0 < -2 <m < 0 th (C) vad (d) ¢6 ba giao diém khac
nhau nén x* - 3x = m ¢6 ba nghiém don.

e 4=m-2 o m=-2thix’-3x=mcé mot nghiém kép x = 1 va
mot nghiém don x = -2.

e m-2<-4 o mc<-2thix’-3x=mco mdt nghiém don.

3. Tim taAt ca cdc gid tri cua k
Phuong trinh hoanh do giao diém cua (C) va (A) iy =x + 11a:
X +k(x+D+1=x+1 o x+Dx*-x+1+k)=0
{x+1=0 (1)
= 2
Xx“-x+1+k=0 (2)

" e x = -1 14 nghiém cua (2)
(Cy) va (A) tiép xuc vé nhau <

Biét s6 Acua (2) bing 0

it

= 3
A=1-41+k)=0 <« kz——z

Vay khik =-3 v k=- 2 thi (Cy) tiép xic vdi (A).

61. DH AN NINH - DH CANH SAT - KHOI A

Chohams§: y=x"-(m+2)x°+(1-m)x+3m-1 (1)

1. Véi gia tri ndo ciia m thi ham sé (1) dat cuc tri tai x,, x, théa man diéu
kién : Ix; - x| = 2.

2. K;héo sat su*bién thién va vé dé thi (C) cia ham s6 khim = 1.
Giai
1. Gia triciam
Paohim: y =3x-2m+2x+1-m
X1, Xz 14 cdac nghiém cua y' = 0.
Ma: Ix;-%x0 =9 nén x%+ x5-2xx,-4=0

e (x; + Xg-)z -4 XX, — 4 = 0 (*)
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Theo dinh i Viét. taco - v, + x_ - ) va XXy = ————o
, 3 3
) . 4 ‘ 4 , ;
Nén (%) tro thanh -;a'n + 2 ,%'] 1i SR m=1vm= -8

Mt khde, v = 0 ¢6 2 nghicm 4, x; phan biét khi

ANzm+2)V=31-1t0 T s« Tm+1>0
-7 -3vVFE -7 + 845
e m < == = TR e e A

Ta nhdn dugcca 2 gid tricuam déla:m=-8 v m=1.
Khao sat su bién thien va vo o b (C)

Khi m = 1 thi (1) trd thank - - - 00+
¢ Mién xdcdinh : D = R.

¢« ‘a0 ham : V& BN LY

D

¥=20 ¢ x50 % x589

1l
1

e Bang bien thién :

X —IC

y +

l\y

C\
d e ’/ Z\ «2/ r . (C)

e Pitmuin: y'=0 <= 6v-6=0 1-J3 \I o |

S 0 1U1+J§""
1
1i1; 0) it 5o

62. DH THUY SAN

Cho ham sé : y=2x + 3x -1
Khao sat su bién thién va vs de thi cua ham sé.

Bi¢p Inan theo m s6 nghiéin cua phuong trinh : 2x* + 3x" =1 -m = 0.

Giai
Khao st su bién thién va ve do thity = 2x° +3x* -1
e Mién xdcdinh: D =R
e Pao ham: y' = 6x? + 6x

y=0 o x=0v x=-1

”
i
i
|
P

0 thi v

“1 thi y=0

Z
"
tH

{l
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2.

e Bang bién thién :

X |~ =l 0 +0
v + 0 - 0 F
y 0 +
» / \ —1 /
[
- - 1
e Diém udn ILi _5}
- C R (C]
e D6 thi 1a dudng cong (C). ssmall) (d)
X
Bién luan sd nghiémecia: 2x' +3x*-1-m =0 (1)

Taco: 2x° +3x°-1=m

Pat y = 2x* + 3x* - 1 ¢6 1 dd thi 1a (C) thi y = m ¢6 dé thi la iudong
théng (d) // Ox.

Trén dé thi ta thay
e m>0:(C) va(d) cé 1 giao diém duy nhat nén (1) ¢6 1 nghiém don.

e 0=m:(C)va (d) tiép xic vdi nhau tai x = -1 va cdt nhau tai 1diém
nén (1) c6 1 nghiém don va 1 nghiém kép.

o -] <m<0:(Civa(d) co 3 giao diém phan biét nén (1) ¢6 3 nghiém
don.

e m=-1:(1)c6 1 nghiém don va 1 nghiém kép.

e m< -1:'1)co 1 nghiém don.

63. TRUNG HOC KY THUAT Y TE 3

1.

2 —
Cho ham sé : y = f,f}_? .
X+ 2

Khao sat su bién thién va vé do thi (C) cua ham sé.

2. Tim cdc giao diém cua (C) véi dudng thang (D) 5x - 6y - 13 = 0.
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. Xac dinh m dé dudng thang (%) - y = 2x + m tiép xic vdi (C). Dung ké't‘
qua nay bién luan theo m s6 nghiém cua phuong trinh :
¥%~x~73

X+ 2

2K o

. Tim trén truc hoanh nhimg diém tir do ke duve ding 2 tiép tuyén dén (C).

Giai
. Khao sat su bién thién va vé do thi (C) cua hamsdo: y=

e Mién xdac dinh : D =R\ (-2}

e Dao ham: yzx—l—w—r-lm>0, vx e D.
X + 2
e Bang bién thién :
X | -» -2 +2
y + +
y +7 +3
i / » /

e lim y=+x nénx = -2la dudng tiém can dung.

X-»-2

e limy=+%x
X - too

e lim [y-(x-1}= lm -—132 =0

X — t® X tx X+ yA
nén y = x - 1 la duong tiém can xién.

e D4 thi (C) la mdt hyperbol
xién géc qua cdc diém :

o)

(-1, -3),
(-3; -3).

A 4

= -y
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2. Giao diém cua (C) va (D) :

Phuong trinh cia (D): 5x-6y-13=0 & y= g’x - l; :
Phuong trinh hoanh do giao diém cua (C) va (D) :
2 - . 5
. = §x—w 13 & B +x-3)=(5x - 13)(x +2)
X+ 2 o 6
= X+ 9x+8=0
<> x=-1lvx=-8
. 5 . ; 53
Vay : (C) va (D) cat nhau tai : (-1; -3) va | -8, - e
3. Xdc dinh m dé (A) tiép xic véi (C) :
Phuong trinh hoanh do6 giao diém cuia (C) va (A) :
X ax-3 x 7 -2
———— = 2X 41 &
X+2 1x‘+x—3:(x+2)(2x+m)

[x = -2
B 1x2+(m+3))(+2m+3:0(“)

Pé cho (A) tiép xuc vdi (C), ta phai ¢6 :

(*) c6 nghiém x = -2 (1)

A = 0 (biét so) (2)

(1) thudc (*) v61 moim € R

(2)esme~lvms3
Vay khi m = -1 hay m = 3 thi (A) tiép xuc véi (C).

e Bién luan theo m s¢ nghiém cua phuong trinh :
2

- T
——— = 2X + m (3)
X+2
% '+ x -3
Pat:v= T thi ham sé nay cé do tli (C) da vé o trén
X +

Lic d6, dudng (A) : vy = 2x + m song song vdi cac tiép tuyén cua C) lan
luot e6 phuong trinh © (A)): v=2x-1
(Ag) : ¥y = 2x + 3.
Goi M, M,, M, lan luot la giao diém cua (A), (1), (Ay) vdi fruc tung ta
~ thay
e Khi M e tia M,y thi (A) cat (C) tai 2 diém phan biét Do dé, khim > 3
thi phuong trinh (3) ¢6 2 nghiém phan biét.
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Tuong tu, khi M € M v 1)o do : khi m < -1, phuong trinh (3) cé hai
nghiém phan biét.

e Khim=3hay m=-1th (\)trung (\,) hay (A;) nén phuong trinh (3)
c6 nghiém s6 kép : x; = x, = -3 hay x; = x, = -1,

e Khi m € dvan M\M. (bo M, va M) thi (A) khong cat (C).

Do dé, khi -1 < m < 3 thi phuong trinh (3) vé nghiém.
Toém lai :
e m< -1 hay m >3 : phuong trinh (3) ¢6 2 nghiém phan biét.
e m=-1haym=38: phuong trinh (3) ¢6 1 nghiém kép :

X, =X;=-3 hay x =x;=-1

o J<m<3: phuong trinh (3) vé nghiém.
. DPiém trén truc hoanh tir 46 ke dugce dung 1 tiép tuyén (C)

Goi A(x,; 0) la diém trén Ox. va (d) la dudng thang qua A c6 hé sb géc k.
Phuong trinh cua(d) : vy = kix - x,) < y=kx - kx,.

Phuong trinh hoanh do giao diém cua (d) va (C) :

|x # =2
ARy, 5
X+ 2 Lx +X -3 = (kx - kx )(x + 2)
[x;t—Q
= 2
}\(k-l}x +(2k + kx, -Dx+3-2kx, =0 (4)

Dé cho (d) tiép xic vdi (C), ta phai cé :
k-1#0 - Jk% 1
(4)c6A =0 |2k - kx, 1) - 4(k - 1)3 - 2kx,) =0

[k = 1
<& ' 9
l(x, + 2°K% - 23x, + 8k +13 = 0 (5)
e Voik =1, (5) & (x,+2)-23x,+8)+13=20
& X, -2%+120 <« X, # 1 (6)
e Voin+2=20, (5) o -4k+13=0 . k—-lf

Vay khi x, = -2 thi qua A, ta c6 dung mot tiép tuyén cua (C), phuong

13 13 13
inh 1a : o Dy () =N
trin y 1 X ( e Y = 4 :

o Vdix,+2=#C (5) phaico nghiém kép, nghia la :
biét s& A =(3x, + 8)° - 13(x, + 2)°=0
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[ ~1 + 413

o X2 +x,-3=0 =
=] =413

iy = ==t

So véi (6), hai nghiém nay déu khdc 1 nén nhan duge.

Tém lai, c6 tdt ca ba diém trén truc hoanh, tir d6, ta vé duvec ding mot
tié€p tuyén cua (C), d6 la cdc diém

- /3 4. Ja
A(-—2, 0)= Al( 1+V‘3,0), A_J_[ 12—l‘3,0}

2

Céc diém A,, A; chinh 1a giao diém cua (C) va truc hoanh.

64. DH QUOC GIA TPHCM - KHOI A - POT 1

‘ . 2 s . . 2+ x4+ 2
1. Khado sdt sy bién thién va vé do thi (C) cua ham sé : y = 7
x —
2. Tim tat ca cdc cap diém M,;, M, ¢ trén (C) va d6i xing vdi nhau qua
diém I(O, E).
2
Giai
: s . s i x% + X +
1. Khdo sdt sy bién thién va vé do thi (C)cua y= — .
x —
e Mién xdc dinh : D =R \ {1}
' 4 , 4
o Paohim: y=x42+ —= = y=1=--—0o
Xl (x - 1)*
y=0 = ¥==1 hay x=323
e Khix=-1 thi y=-1/(cucdai),
Khix=3 thi vy=7 cuc tiéu).
e Bang bién thién :
X | - -1 1 3 +%
y + 0 - - 0 +
y -1 +X +
. / \ » \ ; /

e Tiédmcan dimg: x=1

e Tiémcan xién: v =x + 2.




e Do thi (C):

-1

w.————-——-——.—. — - —
b 4

. Xac dinh céc cap diém M;, M.

Goi d 1a dudng thing qua I[O, g] c6 hé s6 goc k.

Phuong trinh ciad : y = kx + Z )
Phuong trinh hoanh dé giao diem M, M, cua d va (C) :

2 ( 2 3 9
X +x+2_ J(l"‘k)x +k"‘§x+—2'=0

-kx+~5~ et (1)
2

=k ix:l

Goi x,, x, 14n luot 1a hoanh do cua M;, M, thi x,, x, 12 nghiém cua (1).

Suy ra . X+ Xy = “-1-:-""}:' (2)
Mat khaéc, I 1a trung diém cia M,, M, nén :

X = <> X1+X2=0 (3)
2
3 3
a ho: k- = = k= —-
(2) va (3) cho 5 0 = 5

Licnay (1) < x*=9 o x=13.

Vay : c6 cap diém M,(3; 7), My(-3; -2) thoa man dé bai.

205



65. DH QUOC GIA TPHCM - KHOI B - BOT 1

Khao sat su bién thién va vé dé thi (C) cia ham sé : y = gi:—»il— ‘
x —

M la mot diém bat ki trén (C) ¢6 hoanh dé xy = m, tiép tuyén tai M vdi
(C) cdt cdc tiém can tai A, B. Goi I 1a giao diém cua cdc tiém can. Chiing
minh ring M la trung diém cua AB va AIAB c¢6 dién tich khong déi khi

i thay doi.

06

Giai
2x —- 1
y=1%) > s (C).
x-1

Khao sat va vé dé thi (C)
e Mién xdc dinh : D =R\ (1}.
-1

o flx)= — 5 <0.
(x-1)
e Béng bién thién : AY
X |~ 1 + \
: N
f - - A M
f |2 +% ' 2 I
\ 4
\ . \ 9 ‘\1\ 1 !
I
e lim f(x) = 2 : tiéi cAn ngang : y = 2. R %
3 limlL filx) =« : tiém can dimg : x = 1. \
X —»
o Diémdachiét: x=0 = y=1
1
=0 = = -
Y X )
M(x,; ¥.)
Phuong trinh tiép tuyén tai M :  y -y, = fix,) (x - x,)
-1 2m -1
y = ———(x - m) + — (1)
(m-1) m-1

Viyg=2nén(l)cho: xp=2m- 1.

+ 2m -
Vixy=1uén: xAsz =1+é;n 1=m

Suy ra : .’.‘_A.%-’fﬁ_ =xy.  VAy: MA = MB.




m -1 +2m—1 _ _ Z2m

ViXi= 1 nen (1) eho iy, = - < YA =
(m-1)° m -1 m -1
(1A =ly -
Ta ¢c6 : 12 = o
11B =lxg - %
) 1 1
Dodé: Suas = :;IA.IB — ) (k- x)0(ya - y1)!
= l (2111w1-1}( 2 *2} = -1— 2(m - 1).
2 m-1 2 (m-1)
SR = 2

Vay : AIAB ¢6 dién tich khéng déi khi m thay dai.

66. DH QUOC GIA TPHCM - KHOI A - QT 3

- —_ 2
Cho ho dudng cong (C,,)) 1  y = w;—-}— (m la tham soé).
x —
1. Xét dudng thang (L) : y = mx + 2. Tim m sao cho (C,,) cdt (L) tai
hai diém phan biét.

2. Goi (D,) la tiém can xién cua (C,,). Tim m sao cho (D,,) tao véi hai
truc toa dd mdt tam gidc c6 dién tich bang 8 (don vi dién tich).

e (L)l Y =mx+ 2

PhJong trinh hoanh d giao diém cua (C,.) va (L)
l(—?-z-~--£;-I§-m-i-.—]i=rm(-n-2 (x#1)

o x+mx-1=mx*+2x -mx -2

& m-Dx*+201-mx-1=0 (1)

(Cm) cdt (L) tai hai diém phan biét :

&5 (1) ¢6 2 nghiém phéan biét khéac 1

m =1 m #1
- 2 I:m-(O
o A>0 & m‘°-m>0 <
m > 1.
m-1)+21-m)-1=#0 m=0
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2. (Cm) ¥Y=X+m+ 1+ =-~1P——-

x -1

(C,,) co tiém can xién :y =x+m + 1 (D)
(D,,) cdt Ox tai A(-m - 1; 0)
(D,,) cat Oy tai B(O; m + 1).
. m=3
Swoap=8 @ & }—OA\'OB:S & m+1F=16 o
2 m = -5.

67. DH QUOC GIA TPHCM - DH KINH TE - KHOI A

) (m+ 1)x* - 4mx - (m® -m? + .
Cho ham sd : y = il me il c6 do thi la dudng
X -m

cong (C,,).
1. Khado sdt su bién thién va vé do thi (C;) ing véi m = 1.

2. Trong trudng hop tong quat, ching to rdng tiém can xién cua (C,) luén
ludn tiép xuc vdi mot parabol ¢o dinh khi m thay déi.

Giai

_ 4(m + 1}):2 ~4mx - (m® -m? +2)

2x - m

1. Khao 4t su bién thién va vé do thi (Cy) khim = 1

8x% - 4x - 2
y = flx) = X o x] (C)).
2 . 1
Mién xdc dinh : D = R\ L’j
|2,
£ ) = 16x% - 16x + 8
' (2% - 1)?

fx)>0vxeD (vi A" < 0).
Ta c¢6 bang bién thién

X 1
—r 4+
2
f + +
f + +C
B / = /
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o lim fix) =« Tiém can dung x = -
! ’ )
X -.; ik
: . 2
e lImfix)=%: (1) & fix)=4x -~ =~
X 2% =
, 2 . ) .
o lim —— =0 Tiém can» xién v = 4x.
X=$0 PR~ ]
B i e . X
Do thi : (hinh bén).
2. Khi m thay déi, chung minh rang tiem can
xién caa (C,,) ludn tiép xic voi mot parabol ¢o '
dinh
m . ¢ A 2 1
T'a c¢é : y=2m+ Dx+m” - m - ——— (C,).
2X - m
£
lim ———— =0
X 2% =
(C,,) €6 tiém cdn xién (A} ¢6 phuong trinh 1o
y=2(m+ )X+ m°-m (*)
Ta 4 :
/ 2 2
; x-11 (2x-1 2x -1
(A} y=m*+ ?.m{ S (wj—-w\i & B \’ + 2x
A el / 7 \ & )
| 2x -1 ( 2 1)
y=|m+ +l-x° +3x-—
4,
Pbat (P): y=-x"+3x -
Phuong trinh hoanh d¢ giao diém cua (A,,) va (P) :
i ox -1 ¢ 1) 1
2 & — 2
m+——>1_ +|-x"+3x-—|=|-x"+3x~-—
| 2 | 4 , 4
- 12
2x -1
< m+-———| =0 (1)
2
. - ) . 1 - 2m
Phuong trinh (1) luon ¢é6 nghiem kép x, = ————, ¥Ym
' 2
Vay : (A, ludn tiép xice véi parabol cd dinh.
- . o 1
P): y=z-x" +3x~- —
4
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68. DH Y DUQC TPHCM

=
Chohamsd: y-= ax ridatlxradd vGi a =z -1 (1)

X+ 2

1. Ching minh tiém cdn xién cua dé thi ham sé (1) luén di qua mét diém
c6 dinh.

2. Véi gid tri nao cua a thi dé thi cua (1) ti€p xic véi dudng théng :

y=a+4?

Giai
2 X
y:f(x)zax +(2a+1)x+a+3 ©) (a%-1)

X+ 2

1. Tacé: ﬂx)=ax+1+—a—fm1
X+2

lim LAk 0
x—=x X + 2

Vay db thi c6 tiém can xién : (d): y=ax + 1.
Ta thay (d) ludn di qua M(0; 1) ¢8 dinh.

2. (C) ludn tiép xic véi (D) : D): y=a+4.
Phuong trinh hoanh do giao diém cua (C) va (D) :

2
ax + (zg_f“}jxj,a_d*ﬂ:? =a+ 4 (x # ~_2)
X + 2

o ax‘+(@a-3)x-a-5=0 (2)
Dat: gx)=ax’+(a-3)x-a-5
(D) ti€p xuc v6i (C) = (2) c6 nghiém kép khac -2

{A=0 Q{(a-3)2+4a(a+5)=0 st +14ar9=0

g(-2) # 0 4a-2a-3)-a-520  la+1=0
9
oS a=- =
5
Vay dé (C) ti€p xuc vdi (D) ta phai ¢ : a = - z

69. DH NGOAI THUONG - KHO1 D

1. Khio skt subi€n thitn vi vé 36 thi him s§: ¥ = "_-f--; |
x -
2. Tim trén dé thi ham sé diém M sao cho tong cdc khoang cach tu M dér
hai truc toa dd 1a nho nhat.
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Giai

. Khéo sat va vé d6 thi ham so : y = fix) = x_+_%
x —
e Mién xdc dinh : D = R\{2).
e f'(x)= =
(x - 2)
e Bang bién thién :
X |-» 2 +3
f' o i
f |1 4+
\ \ yA
-0 1

e lim fix) =1 :tiém can ngang : y =1

X >
e limflx) = w :tiém can ding : x = 2.
x—+2 e g \1 >
o . 1 P X
e Diém dac biét : x:O::sy_—.—E_ 2
y:—.0:>x=:—l.

D4 thi : hinh bén.

Tim trén dé thi diém m sao cho tong cac khoang cach tir M dén hai truc
toa do 1a nho nhat

1
Mx;y) e (H < y_-:f_‘_,i_,,
; X -2
Pat : S=dM; Ox) + dM; Oy) > S=lyl + Ixl| = x+1 . Ixl
x_
1
DO: MO[O’ —)E (H)
2
j 1 3 2 A 1 1
Taco: Ixl + lyyl = 5 Nén ta chi can xét = <x< s

|yt

Truong hop 1 : 0 <x <

e
\ 2 _ o T
S(x) — _(KL%J + X = 5_.__.....'”“. -,1
_‘ X -2
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Ta cé :

) 1
X 0 2
[S(x)] -
S(x) 1 /’:"
s
. 1
Truong hop 2 : - 5 SX 0
[ . 3\ i 2 _
S(x) = mt?f_.f LA hd Bt
Y e X -2
sop= X rax ol
(x - 2)°
1 . ‘
Ve | ——, 0] [S(x)] <0
L2
Ta co :
! 0
X 2
[S(x)) -

2

1 X =1
Vay: Snhénhat < S= = & 1
2 y=-==
e
Pi€m M cén tim la M (0, *:]2]
NAM 1996

70. DH QUOC GIA TPHCM - DH LUAT

Chohamsé: v=x'"-2mx"+m’'-m* (C,)
1. Khdo sat su bién thién va vé dé thi va vé do thi ham s6 khim = 1.

2. Xdc dinh m dé& d6 thi (C,,) tiép xdc véi truc hoanh tai hai diém phan
biét.

Giai
1. Khao sat su bién thién va vé d6 thi ham sé khim = 1
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2.

Khi m = 1 thi ham s6 trd thanh : y=x" = 2x

MXD : D=R
Pao ham © v = 4x" — 4x
vy = 0 = e U xa g

Bang bién thién

X | - -1 0 ] 00

y - 0 + 0 + 0 +

y |+ 0 +C
Piémuén : vy’ = 12x° - 4

= 0 & N o= :l: _\._
y 3
5
Suy ra : E
¥ ¥ "9
| e 3 5] [ V3
C6 hai diém udn : l/:— ~ 1)» Dl - 1/ - 5) Ay
3 9 ) l\ 3 9)
|
Diém cye tiéu : (-1; -1)
Piém cuc dai :  (1; -1) V3| V3
Piém dac biét : AT 3 ? T -
y=0 = x=0, x=%42 i 1—5-|" :

Dé thi : hinh bén.

Xdc dinh m dé (C,,) tiép xic vdi truc hoanh tai hai diém phan biét
Phuong trinh hoanh dé giao diém cua (C,,) va Ox :
x'-2mx’+m’ -m* =0 (1)

t2 - 2mt+m’®-m?=0
t>0

Pat : t = x° thi (1) trd thanh (2)

Pé (C,,) tiép xic v6i Ox tai hai diém phan bnet &t c6 va du la (2) c6
nghiém kép duong, nghia la : :
m?-(m*-m?)=0 [m:Ohay m =2
&>
€0 h >0

Ma t = m (nghiém kép) nén m > 0.

Vay : khi m = 2 thi (2) ¢é 1 nghiém kép duong. Suy ra (1) ¢6 2 nghiém
kép phan biét khdc nhau. Nghia la (C,) tiép xic véi Ox tai hai diém
phan biét A(-2; 0), B(2: 0).,
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71. DH Y DUQC TPHCM

Cho ham sé : y =x’- 3ax’ + 4a°.

1. Tim a dé cdc diém cuc dai va cuc tiéu cta db thi d6i xing qua dudng
thing y = x.
2. Tim a dé dudng thang y = x cat do thi tai 3 diém phan biét A, B, C véi
AB = BC.
Giai
1. Tim a dé di€m cuc dai va cuc tiéu cia dé thi d6i xung véi nhau qua
dudng thdng y = x
Ta ¢6 : MXD : D= R/,
Pao ham : y = 3x* - 6ax
Y = 4 < x=0 hay x=2a
Diéu kién dé ham s0 c6 cyc dai va cyc tiéu la a # 0. Toa do diém cuc
dai va cuc tiéu : '
(x=0;y=4a’, va (x=2a;y=0) hoac nguoc lai.
Diéu kién dé hai diém nay déi ximg qua dudng thang y = x 1a :
4a°=2a <o a-= 1:——2—2~ (loai a = 0).
2. Tim a dé€ dé thi cat duong thidng y = x tai A, B, C véi AB = BC
e Phuong trinh hoanh dé giao diém cia dé thi va dudng thing y = x la :
x’~3ax’-x+4a’=0 (1)
Goi x4, X3, Xc 1a hoanh do cua A, B, C thi x,a, xg, x¢ la nghiém cua (1) va
Xa + X¢ = 2x3 (AB = BC) (2)
Ma theo dinh li Viét, tac6 :  x, + Xp + X¢ = 3a
(2) va (3) cho: 3x; = 3a & Xp = a.
Thay vao(l)tacé: 2a’'-a=0 < a =0 hoac a:tg—
0Khia=0g_hi(l)'ch0:x3—xz0 o x=0, x=-1, x=+1.
Vay : A, B; C lan luot c6 hoanh do la -1; 0; 1.
'Khia=~J2§thi(1)cho: x:‘mgé—?—.xz—x+ 2 =0

214

B S CRRN 1+V5

A = ey Xg =
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\/é- q BJ"‘)‘-W" ﬁ =0

e Khia=~— thi(l)cho: x"+ —x° -x
2 2

1+J§. N J§ ‘ -—1+Jg
v2

: X :
2 2

< XA = —

Vay gid tri cia a phaitimla: a=0 hay a=+t—.

72. DH NGOAI THUONG

x2+x+2
. Khao sat su bién thién va vé do thi cua ham so : y = S———
x -

2. Tim diém A thudc truc hoanh sao cho qua A chi vé duge duy nhat mot
tiép tuyén vdi do6 thi ¢ phan 1.

Giai
2 .
. Khao sat su bién thién va vé do thicua :y = X+x+2 Lo, b
x-1 x -1
e MXD : D = R\(1}
4
e Paoham: y = 1- —,
{(x~-1)°

y = 0 & x=-1 hay x=3.

e Bang bién thién :

X | —» -1 1 3 +©
y' + 0 - : 0 +
b 4 =] T +x
. /’ \ » \ ; / oA
e Diémecucdai:x =-1;y=-1 (C)

e Diémecuctibu:x=3; y=7

~J
T

I

t

I

I

e Tiém cdn dung :

limy = % nén x

x -1

1 la duong tiém can dung.
e Tiém can xién :

y=Xx+2+ . c6 lim 4 =0
x-1 K- X —1

w.—.—————-—— - — -

b3 4

nén y = x + 2 la dugng tiém can xién.
e D¢ thi: (hinh ve).
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2. Tim diém A trén x'Ox
Goi a la hoanh d¢ cua A trén x'Ox. Tea do cua Aca: 0).
Goi k la hé s0 goc cua duong thing «d) qua A.
Phuong trinh cua (d) -y = kx - ka.

Phuong trinh hoanh dé cua (d) va (C), do thi ¢ cau 1:

> 5 x4 2 T T '(l ~kx? 0+karkx+2-ka=0 1)
x-1 (X &l

(d) tiép xtc v6i (C) <  (1rcé nghiém so kép :

e (l+ka+k)’-41-k(2-ka)=0

& (a-17k*+23a+5k-7=0 (2)
Diéu kién : (2) ¢6 1 nghi¢m duy nhat theo k. C6 2 truong hop :
i) (2)c61nghiemdon <« (a-1X=0 <« a=1,
ii) (2) c6 1 nghiém kép theok = (31 + 57 + Ta-1¥=0

oo vo nghiem.

Vay, khi a = 1 thi qua A, ta chi vé duge mot tiép tuyén cho (C).
Hé s& gbc cua tiép tuyén nay la ' k = 176 .

73. DH DAl CUONG

1. Khao sdt su bién thién va vé do thi (C) cia ham s6 : y = x” - 6x* + 9x,

2. Tim tat ca cac dudng thang di qua diém A(4; 4) va cat (C) tai ba diém
phéan biét.

Giai
1. Khao sdt su bién thién va vé do thi (C) cia ham s6 @y = x” -~ 6x* + 9x
MXD : D=R
Paoham: y = 3x° - 12x+9
y = 0 & x=1hay x=3
Pimuén: y'= 6x-12=0 <« x=2;y=2

Bang bién thién :

X -0 1 2 3 +0

y - - 0 -+ +

y' + 0 - = 0 +

y 74— +0
. / ) \ . //
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D6 thi (C) :

. DPuong thang qua A(4: 4) cat (C)
Cach 1: Dung do thi (C).

Dudng thang (d) qua A(4; 4) < (C) cat do thi tai ba diém phan biét khi
(d) nAm trong goéc x'Ay’ tao boi Ax' 7/ Ox va Ay’ // Oy, khong trung vdi
(A1 la tiép tuyén cua (C) tai A

Hé sé& goc cua tiép tuyén (Ajla @ yi(x,) = 9.
Vay (d) ¢6 hé s6 géc thuoe khoang (0; +x) \ [9).
Cach 2 : Goi k la hé s6 goc cua duong thang (d) qua A(4; 4).
Phuong trinh cua (d) : y = kix - 4) + 4
Phuong trinh hoanh do giao diém cua (C) va (d) :
x' - 6x" + 9x = kx - 4k + 4
gt x? - 6x°+(9-kx+4k -4=0 (*)
Vi A(4; 4) € (C) nén (*) c6 modt nghiém bang 4.
Suyra: (*) < x;ﬁi v
X" -2x+1-k=0 (2)
Pé cho (*) ¢6 3 nghiém phan biét, ta phai ¢o
i) x =4 khéngla nghiémcua(2) & 16-8+1-k=#0 < k=9
ii) (2) c6 2 nghiém phéan bi¢t < A>0 o 1-(1-k)>0
= k>0

Toém lai, (d) cit (C) tai 3 diém phan biét khi (d) qua A ¢6 hé sé thoa k > 0
vak #9.

74. CD SU PHAM TPHCM

- 20+ 1
Chohamso: y= - o
X+ 2
. Khao sat sy bién thién va vé do thi ham so do.
. Ching minh ring dutng thing y = -x + m luén cdt dé thi ham so tai 2
diém phan biét.
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1.

2.

Giai
2)}“«- 1

Khdo sét su bién thien vavedothi: y= = =
X +

e MXD: D=R\(-2| ey

= y ludn luén tang 2
e Tiém can ding : x = -2; ' /
tiém can ngang : y = 2. 5 [0 %

e D6 thi la mét hyperbol vuéng géc
c6 1(-2; 2) 1a tam do1 xung.

DPudng thidng cdt do thi tai 2 diém phan biét

Phuong trinh hoanh do giao diém :
X+2

X # -2

x> +(4-mx+1-2m=0 (2)

(2)c6:A=(4-mF‘-41-2m) =12+ m°>0; vm e R.

Vay, (2) ¢6 2 nghiém phan biét, vm € R va 2 nghiém dé déu khac -2,
vme R[vix*+ @4 -m)x+1-2m=#0khix=-2].
2x +1

Tém lai, dudng thdng y = -x + m luén luén cat dé thi cuay == 5
X +

tai hai diém phan biét, vm € R.

75. CD HAI QUAN

1. Khao sat su bién thién va vé dé thi ham sé : fix) = x° - 3x + L.

2. Tim a dé d6 thi cia ham sé f(x) cit dé thi ham sé :
g(x) = a(3a’* - 3ax + a) tai ba diém phan biét véi hoanh dé duong.
Giai
1. Khao sat su bién thién va vé do thi ham sé: y=x" - 3x + 1.

MX.BI D:R
Paoham: y =3x*-3

y =0 <= x =1

" Piémuén: y' =6x=0= x=0;, y=1
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Bang bién thién :

X ~C -1 0 1 +2
y - ‘ + “+
y' + 0 = - 0 +
y 3 +0
- / o 1\\> -1 /
bé thi :
AY

|
:
|
|
1

[
(C)
2. Tim a dé fix) va g(x) c6 dé thi cat nhau tai ba diém c6 hoanh do duong
Phuong trinh hoanh d¢ giao diém :
x* - 3x + 1 = a(3x” - 3ax + a)
& x*-3ax*-31-a*x+1-a*=0 (1)
Pat y=x"-3ax’-3(1 -a’)x +1-a’

(1) c6 3 nghiém phan biét duong khi do thi (C,) cua ham sé nay cdt tia
Ox tai ba diém phan biét. Cdc diéu kién la :

i) (C,) cat tia dé6i cua tia Oy.

ii) (C,.) co Yiux > 0 va ¢co Y < 0.

Do d6 :
i) (C,) cit tia Oy tai A(0; 1 - a’) nén :

1-a°<0 < a<-1 hay 1l<a (2)
ii) y = 3x° - 6ax - 3(1 - a*)

A'=9a°+9(1 ~-a’)=9
y=0 = x=a+1 hay x=a-1

Bang bién thién :

X |- a1 a+1 +2

y + 0 - 0 +

y Ymax 0
» T Ty . /7
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Vi = (@ =3 (@~ 1) >0 & -v3 <a<l hay a> 3 (3
Yam =@’ -2 -1{a+1)<0 ¢ a<-1lhayl- J2 <a<1+v2 (4)
(2), (3), (4) cho :

a oA Jg =

1 \/5 1+\/§

®
SRR

o
N

(4)
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Vay . V3 <a<-1 hay V3 <a<1+42.

76. DH QUOC GIA TPHCM

. 2x% +(1 - 1
Chohamso: y= i S = R R

(1)
-X+m

1. Khao sat su bién thién va vé d6 thi ham s6 khim = 1.

2. Xac dinh m dé ham s& (1) nghich bién trong khoang 2 < x < +x.

3. Chung minh rang véi moi m # -1, cac dudng cong (1) déu tiép xic vdi

mot duong thing cé dinh tai mét diém cé dinh.

Giai -

. Khao sat sy bién thién va vé do thi khim =1

2x2+(1—m)x+l+m

Khim=1thi: y= (1)
-X+m
2
trg thknh: = y= 25 *2 _ o9y g, 4
~x+1 =X +1
MXD : D = R\({1]
Pao ham : y=-2+ 4 2
(-x+1)

Bang bién thién :

X { -» 1~Ji 1 ] 1+ \/2 +x s

y' . - 0 + T+ 0 -

¥ I ax +00 ~4(1+/2) -
412 )/ —ac/ ¢




R Y’\)
Do thi \ Al s

e Tiém can dung: x =1

. 1-2 1:—@ 5
e Tiémcan xien: y=-2x -2 ”1\0 L X
_2\ I
I
1
]
]
. Xdac dinh m dé ham sé nghich ;
bién trong khoang 2 < x < +x. 4142 »
Cidc diéu kién : [\

i) x=m

ii) DPao ham y' < 0, ¥Yx € R\ {m} hoac y' = 0 ¢6 2 nghiém x,, x, (gia su
X) < Xu) VO x; < Xy < 2. Khi dé. y' < 0 vdi 2 < x.

v} q
~2x% +4mx -m?® +2m + 1

Ta cé : Yy = .
(-x +m)
Suy ra :
i) xzmnén: -2m)y+4mm)-m +2m+ 120
o m +2m+ 120 o m# -1
i) vy =0 <« 2x‘+4mx -m* +2m+ 1 =0

Az 4m® +2-m° +2m+ 1) =2m® + 4m + 2 = 2(m + 1)*
A'>0 VYm=-1.
Goi x,, x; 14 2 nghiém cua y' = 0. Ta phai ¢6 :

af(2) > 0 - {-2(—8+8m—m2+2m+1)>0

X <Xx3<2 o S 5 L
m-2c<

—-2<0
2

I—m2+10m—7<0
{ mc<1

o m<5-3\/§

Tém lai : khim <5 - 3v2 vam = -1 thi ham s& nghich bién trong (2; +x).

. Chuing minh cac dugng cong (1) luén luon tiép xdc véi mot duong thang
c6 dinh tai mot diém cé dinh

Ta lam hai viéc :
i) Do thi cta (1) di qua mdt diém co dinh.

ii) Dao ham cua (1) tai diém ¢ dinh dé 1a 1 hang s6.
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Ta ¢6 :

(x-t»y~-1)m=2x2+x+1—xy

i) (1) <
X #m
x+y-1=0 ¥ sl
o 2x? +x+1l+xy=0 o y=2
X #m m z -1

Vay dé thi caa (1) ludn ludn di qua A(-1; 2) véi Ym = -1.

~ Bx*
ii) Khxx:-—ltm:y x2+4mx -m? +2m +1

1

(«»x+m)

=2 ~4m-m> 1 .
trg thanh : y = dm-gm vomd =-1 (m=#-1)

(1+ m)?

Vay: y =-1tail A

Tém lai, cdc d thi cia (1) ludn luén tiép xic véi dudng thing qua A(-1; 2)
c6 hé sé géc y' = -1. Dudng thing nay cé dinh va c¢6 phuong trinh :

y=-X+ 1

77. DH QUOC GIA TPHCM
Chohamsd: y=x"+mx’+1 (C,).
1. Khao sat su bién thién va vé dé thi cua ham sé khi m = -3.

2. Tim m dé (C,,) cdt dudng thing y = -x + 1 tai 3 diém phan biét A(0; 1)
B; C sao cho céc tiép tuyén vdi (C,,) tai B va C vudng géc vdi nhau.

Giai
1. Khdo sét sy bién thién va vé dé thi khim = -3
' Khxm-—Bthxhamsoy-x + mx‘+ 1trd thanh : y=x" - 3x* + 1
MXD : D=R
Pao ham: y = 3x* - 6x
y=0 < x=0 hay x=2
Piémudn: y'=6x-6=0 = x=1y=-1
Bédng bién thién :

X -0 0 1 2 +0

y' - - 0 + +

y' + 0 - = 0 +

Y I\N + 0
- / - \-)_3 /

222



Pé thi :

2. Tim m dé (C,,) cAt dudng thing (D) :y = -x + 1
Phuong trinh hoanh dé giao diém cua (C,,) va (D) :
xX*+mx’+1=-x+1 o x(x*+mx+1)=0 (1)
(Cyy) cat (D) tai 3 diém phan biét < (1) ¢6 3 nghiém phan biét
x =0 c¢é 3 nghiém phan biét.

= ;
Xx“+mx+1=0 (2)

Vi (2) khéng nhan x = 0 lam nghiém
dodé, tachicAn (2)c6 A>0 < m<-2 hay m> 2.
Theo dé bai, A(0; 1) nén B, C c6 hoanh d6 1A nghiém cua (2).
Hé sb géc cua tiép tuyén cua (C,,) tai B : y'(xy).
Hé sé goc cua tiép tuyén cua (C,) tai C : y'(x¢).
Hai tiép tuyén nay vuéng goéc véi nhau
o y'(xp). ¥yixe) = -1 & {3 x?é + 2mxp) (3 x% + 2mx¢) = -1
e xpXcl9xpxe + 6mixy + X¢) + 4m°| = -1
& 9+6m-m)+4m‘=-1 o 2m°=10 << m=+ \6
Hai gid tri nay cia m thoa : m < -2 hay m > 2 nén dugc nhan.
(Nhg : y' = 3x* + 2mx; xpXxc =1, Xy + X¢ == —m).

Vay : khim = +J5 thi hai tiép tuyén cua (C,,) tai B va C vudng géc véi
nhau.

NAM 1995

78. DH TONG HOP TPHCM

Cho ham sé : fix)=x"-2x-(m- 1)x + m.
1. Tim m dé dé thi y = fix) tiép xuc véi truc hoanh Ox.

2. Tim m dé f(x) > L v61 1ol x = 2.
X
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j ¥

2.
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Giai

Cho ham s6 fix) = x" - 2x* - (m - 1)x + Cl
Tim m dé do thi y = f(x) tiép xuc véi truc hoanh Ox
Phuong trinh hoanh do giao diém cua (C,,) va Ox :

X' -2 -~ sm=l . E-Dix-x=-m)=0
(x =1
sz -xXx-m=20
(C,) tiép xiic vdi Ox < (1) ¢6 nghiém kép

(Hoac (2) ¢6 nghiém x = 1

o’
IHoac (2) 6 nghiém kép
Jl—l-m:O =
T | s 1
A =0 m = -—.
4
Tim m da fix) > — véi moi x > 2
X
) 1
Ta ¢ : fix)2 —
X
3 2 , 1
<> X' -2x“~-(m-1)x+mz2 — (x 2 2)
X
o X o+ X - 1zmx* - x)
%Y o9t Rt} (x* = %)%=~}
<> 3 zm e ) Zm
X -x X - x
Dat : t=x°-x.
Ta co : X >9 & t > 2.
£
(1) = : >m (t>2)
2 2
| Al , t 1
Pat: glt) = Taco: git)= —— >0 vt>2
t
t 2 +7
g(t) +

R L 3
Vay ta phaicé m = - L

(1)

(2)

(1)



79. DHKINH TE

3.

)
X + 2xcosa + 1

Cho hamsd: y= _
X + 2sinu

Xac dinh tiém can xién va tam doi xing cua do thi.
Tim « dé ham s6 c6 diém cue dai va cuc tidu.

Tim « dé tu goc toa do c6 thé ké dén do thi 2 tiép tuyén phan biét. Khi
do goi (x1; yy), (X.; yo) la toa do céc tiép diém, ching to rang :

X)Xy + y1y2 = 0.

Giai

2
y = fix) = X° + 2xcosa + 1

X + 2sina
Xac dinh tiém can xién va tam déi xing cia do thi

1 -4sinalcosa - sina)

Chia da thic ta duge : y = X + 2(cosa - sinw) + -
X + 2sina

. 1-4sinaflcosa - sina)
lim - =0
X-» X + 2sina

Vay do thi cé tiém can xién la :  y = x + 2(cosa - sina)

Tam doi xing [(x;; y,) la giao diém cua hai tiém can nén ta c6
]f'x1 = ~-2sina
Iyl = ~2sina + (cosa - sina) = 2cosa - 4sina.

Tim o dé ham so c6 cuc dai va cuc tiéu

xi + 4xsina + 4sina.cosa - 1

Taco: fix)= e
(x + 2s1mu)”

Ham s0 ¢6 cuc dai va cuc tieu < A >0

< 4sin‘a - 4sinu.cosa + 1> 0

& (2sina - cosa)’ + sin‘a > 0 (1)
(1) dung Ya. Vay véi moi « ham sé luén cé cue dai va cuc tiéu.
Tim o dé tir géc toa do c6 thé ké dén dé thi 2 ti€p tuyén phan biét.

Goi k la hé sé goc cua tiép tuyén qua O ta c¢6 phuong trinh ti€p tuyén la
(M) 1y = kx
x% + 2xcosa + 1 _

Phuong trinh hoanh dé giao diém cua (A) va (C) : : = kx
X + 2sina

LY § ‘3 .
s X~ + 2x cosu + 1 = kx™ + 2kxsinu

& (1 - k)x* + 2(cosa - ksina)x + 1 =0
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Diéukiénk #1va A' =0
A=0 < (cosa - ksinw)® - (1 -k)=0
e k*sin‘u + (1 - 2sina.cosak + cos’a - 1 = 0
et ksin“a + (1 - 2sin2a)k - sin‘a = 0

Dé tur goc toa do co the ké dén do thi 2 ¢iép tuyén phan biét ta phai cé
(1) ¢6 2 nghiém phan biét.

o sing # 0 o> oa+kn, keZ

Goi M;(x;; yy), Mu(x.; y,) la 2 tiép tuyén, ta co :

vi=kix Yy = ksxo.
Do k; va k; 1a nghiém cua (1) nén ta c6 :
. 2 >
c sin” o
fiky = = == e T -1.
a sin‘ «a

Suy ra: xxo+y1y: = XX+ kixp + koks = x;x001 + kiky)
= Xxu(1-1)=0.

80. DH NGOAI THUONG

) nx® +3mx + 2m + 1
ChOhﬂInSéf y: Nnx + oInx + ZIn + .

X+ 2

1. Chitng minh réng tiém can xién cta d6 thi cia ham s da cho luén di
qua mot diém co dinh vai mol m.

2. V6i gid tri nao cua m thi dé thi cua ham sé tiép xuc véi dudng thing
Cy=m

3. Khao sdt su bién thicn va vé do thi cuz ham s6 khi m = —1.

Giai
m:z~ + 3mx + 2m + 1

Chohamsé: y=fix - (C)
X+ 2

1. Ching minh ring tiém can xién cia db thi ham s6 da cho luén di qua
mot diém ¢d dinh vdi moi m

Ta c6 : y=mx +m+
X + 2

lim =0

X Xo# 2
Vay do thi ham sd ¢6 tiem can xién la : (A,) 'y = mx + m

Goi M, (x,; y,) la diém c6 dinh, tacé : M, € A, vm
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& y, = mx, + m Ym & mx, +1)-y,=0 ¥Ym

-
o
(s
P
I
G
[y

(Yo 0 yu =
Vay (\,,) luon di qua diém M (- 1: 0) véi moi m.

Véi gia tri nao cua m thi do thi cua ham s6 tiép xic véi dugng thing
y=m

Phuong trinh hoanh d6 giao diem cua (C,,) va dudng thang y = m.

mx? +3mx + 2m + 1
=m (xz-2)

X +2
&5 mx® + 3mx + 2m + 1 = mx + 2m &S mx‘+2mx+1=0 (1)

(C) ti€p xicvéiy =m <> (1) c6 nghiém kép khac -2.

2 ()
:[m . D
P ¢ A =1 e 5

i41u-«4m +120 m” —m =0

Vay dé (C,,) tiép xic vdi y = m ta phai ¢co m = 1.

Khdo sat su bién thién va vé do thi cuia ham sé khi m = -1
y=fix)=

MXD: D =R\{-2}
2 —
f'(x) = _..in___f??‘_{, 5
(x +2)
A=4 -b=-1<0 = f(x)<0 vx e D

Bang bién thién :

X ~0 -2 +L Ay
f' — o
f | +x . +x

\ ~= O \ 5,

lim fix) = 0 = tiem can dung x = -2.

y=—x-1+-3~7~ -1§

oV

b
+
o
5
/t:C>
[\

. 1
lim
x—=x X + 2

=) = tiétmecan xiény = - x - 1. I

Pé thi : hinh bén.
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81. DH TAI CHiNH — KE TOAN

x? -3x+4

Chohamsé: y=
2X-—2

1. Khao sat su bién thién va vé doé thi (C) cua ham sé.

Goi I la giao diém cha hai tiém can, M la mét diém tuy v thuée (C).
Tié€p tuyén vdi (C) tai M cdt tiém cin ding va tiém can xién lan lvgt tai
A va B. Ching t6 ring M la trung diém cua doan AB va dién tich tam
gidc IAB khong phu thudc vao M.

Tim trén (C) hai diém déi xing nhau qua dudng thing y = x.

2.

228

Giai

. Khao sdt su bién thién va vé doé thi (C) cua ham sé

MXD: D=R

fix) =0 <« x-2x-1=0 o %= §.2J2
Bang bién thién :

X | -» 1-42 1 T2 +x
f + 0 - - 0 +

f / CB\ yu«t—ao \ CT/ +%

CP: fll-y2)= "~ —-—:9:*_- .
B ¥ 3
1+2V2
fi% )= L2202
2
lirr% fix) = o : tiém can ding x = 1.
X

2

R '
Yr=g% 2% - 2
1 ” . -

=y & —éx* 1 : tiém can xién.

Dé thi : hinh bén.
Mx,; y,) € (C)
Phuong trinh tiép tuyéntai M : (d):y =y, =f(x,) (x - x,)

(d) cat tiém can ding tai B, suy ra x; = 1.




Yhuong trinh hoanh do giao diém cua tiém can xién va (d) :

i
~-1=y,+ f'(x,)(x - x,)
9 )
1 - - 3x, +4 2x2 - 4x, -2
s X — 1= - + 5 (x —x;)
2x, -2 (D%, = 2)*
X = 2%, - 1
Vay : Xa = 2%, 1
Suy ra : s Bl X
2
Vay M la trung diém cua AB.
1
Ta c6 : 5= S,\m = QBIHA (1)

1
S = 5 [(ys — yD(xXp — Xp)l

Ma : XA = 2)(“ - 1. Xy = 1, Y = H%
. x2-3x, +4 2x2 - 4x, -2
Vil ¢ Yy = + — (1 - x,)
2x0 - 2 (2)(0 s 2)2
%% = 3Bx. 4 d=x® +2x, +1 5-x,
&5 . ¥a=
2x, - 2 2x, -2

Dodé: (1) «< 8 = 1 oz% +-1—(2x0—1~1) = 2 dvdt.
2({\2x, -2 2

Vay dién tich tam gidc IAB khéng phu thude vao M.
Tiém can (C) hai diém déi ximg nhau qua duding thang (a) : y = x.
Xét duong thang A vuéng géc véia, tacé A:y=-X+m
Phuong trinh hoanh do giao diém cua A va (C) :
x* -3x+4 =-X+m o x*-3x+4=-2x*+3mx + 2x - 2m
2x - 2 .
e 3 -(5+2m)x+2m+4=0 (1)
Gia su A cat (C) tai M (x; yy), Ma(xs; yy).

X, +Xs 5+2m

th RN, SO SR e

Goi M la trung diem caia MM, taco: M E ) 6 -
& '}] —

i =y + TR e
6



M, va M, dé6i xing nhau qua (d).
5+ 2m 4m -5

< Med o =X = e B
b 4 % M 6 6

15+ V57

Thay vao (1), tacé: 3x*-15x+14=0 = Xig & 5

Vay 2 diém tréu (C) déi xiing nhauqua y = % la :

(15+J§7 15 - V57 | [15~J5-7 15+\/5—7'}
M1 5 ) Mz 3 :

. 6 6 ) 6 6

/

82. DH SU PHAM TPHCM

m=>5

-
] ~X“+X+2 ;
Cho ham so : y = X TXTE trong dé a la tham sé.

X+a

. Xdc dinh a dé dé thi cia ham sé c6 tiém can xién di qua diém A(2; 0).

Xdc dinh tat ca cdc gid tri cda a dé€ dé thi cha ham sd cdt dugng thing
y = x — 1 tai hai diém phan biét. Khi dé goi y;, y. 1a tung do ctua hai

giao diém, hay tim méi quan hé giita y,, y, khéng phu thudc a.
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Giai
x> +x+a

Chohamsé: y-=
X+a

X4c dinh a dé d6 thi cia ham s c6 tiém can xién di qua diém A(2; 0)
a?
Tacé: y=-x+a+1l- —
X +a
2a° .
lim ——— =0 =  ham sb cé tiém cén xién.
x+® X + 8

(A): y=-x+a+1

Ae(d) o 0=-2+a+1 < a=1"

x% +x+1

Khidétac6: y=1flx)=

x+1

MXD : D =R\|-1]

2
f'(x)._.:_’f___“_%_’.‘.
‘ (x+1)
=0
f =0
(x) o [ -9

—



Bang bién thien :

X —L -2 -1 0 +0C
£ ~ 0 + + 0 -
f e + 1
~., 7 .7 T~
xlgx_ll fix) = o : tiém can ding x = -1.
N
P6 thi c6 tiém can xién y = -x + 2.
Po thi
-45

DOL o im i e e e

;
|

. Xdc dinh tat ca cdc gid tri cia a dé db thi cia ham s6 cidt dudng thing

y = x - 1 tai hai diém phan biét
Phuong trinh hoanh do giao diém cta (C) va (d).

2
-x?24+x+a
=x-1 (x # —-a)
X +a
& xXsx+az=xirax-a-x

s> 2%+ (a-2)x-2a=0
A= (a-2)°+16a=a’+ 12a + 4

(C) cdt (d) tai hai diém phan biét & (1) ¢6 2 nghiém khéc -a.

{A>O {a<-—6—4s/§
o o

a=0 a>-6+4y2

By 3y e
Goi x,, X, 1a 2 nghiém ctia (1) theo Viéttacé : {"' "2
X1X2=-~a

2) = a= -X;Xo
2+ XIXQ

(1) = Xi + Xp = 2

2(x; + X2) = 2 + XX

(1)

1)

- (2)

(3)
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U

'y, =%x; ~1 Xy = +1
Ta lai ¢6 : JY1 ’ {1 ¥

ly.z:X»&--l x23y2+1

(3f =5 20y +y:+2)=2+(y;+ Dy, + 1)
555 2y, +y)+4=2+yy,+y, +y.+ 1
= NiYa-(yi+y))-1=0.

83. DH KIEN TRUC

Cho tham s6 thue m va (C,,) 1a dé thi cia ham sé :
yi—x3+(m— Iml)x* + 4x - 4(m - Iml).
1. Tim cédc diém cd dinh cia ho dudng cong (C,,).
2. Tim m sao cho (C,,} ti&p xic véi truc hoanh.

3. Tim quy tich diém uén I, cua (C,) khi m thay déi.

Giai
Cho tham sé thue m va (C,,) la dé thi cia ham sé :
y=-x"+(m-!mIx*+4x -4(m - Im})
1. Tim cac diém cd dinh cua ho dudng cong (C,,)
Mix;y) e (C,) VIn ¢ y=-x"+(m- Iml)x*+4x~4(m - Iml)
& m-ImhHG*-4)+(x*+4x-y) =0 Vm
x’-4=0 x=2vy=0
2wvy=0

it

-x3 +4x-y=0 X

' Vay cédc diém c6 dinh cia (Cp) 12 : My(2; 0), My(-2; 0).
2. Tim m sao cho (C,,) tiép xuc vdi truc hoanh
Phuong trinh hoanh dé giao diém cua (C,,) va Ox :
x*+(m-Im)x*+4x-4m - Im!)=0
& (m-Iml)x*-4)-x(x*-4)=0
[x = 2
& *-4)m-Iml-x=0 () < |x=-2
tx =m- lm]l
(C,,) ti€p xuc véi Ox :
< (1) c6 nghitmkép < -2=m- Im! & mo=-1.
3. Tim quy tich diém uén I, cua (C,,) khi m thay déi
f_.fy =4%) ,

[.(x; yMa diém 1An < -
m jf”{h) -0
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f'Ux)= -3x" +2m - Ilm!l)x + 4

%)= -6x + 2(m = lml)
f i %=0 xh m= Iml = 3x
y = fix) & y=-X +3x +4x - 12x

o  y=2x - 8x
Do : m- Iml <0 = x =D

Vay quy tich I, 1a phan cua dé thi ham s6 y = 2x’ - 8x thoa diéu kién
gioi han x < 0.

NAM 1994

84. DH TONG HOP TPHCM - KHOI A, B

R » x2 + (m+ 2)x +3m + 2
Chohams6: y= ———- { ——
x 4

1. Khao sat su bién thién va vé do thi ham sé véi m = 0.
2. Xac dinh m dé ham sé c6 cye dai, cuc tiéu.
3. Gia su y ¢6 gid tri cuc dai y¢p va gid tri cuc tiéu yep. Chimg minh réng

1

2 2
Ycp Y Yeor 2 2

Giai

x2 4 m+2)x+3m+2
y - f(x) i e L TR L B B T
X+ 1

1. Khao sat su bién thién va vé do thi cia ham sé vé6i m = 0

2 * -
fixgas X EAE LR
x+1

MX_D i D:R\{”—“

2 = Q)
f= X212 o o {;‘

it
i
no

(x + 1)"5‘-

Bang bién thién :

X | =% -2 =1 0 +0

f' + 0 ~ - 0 +

f -2 ¢ 4+ 3
7 \ . g - ,/7



Tiém can dimg x = -1

Ay
Tiém can xiény = x + 1
Do thi :
2
1
-2"’“1 ~
[ 0 }'
I
4-4-2

2. Xac dinh m dé ham sd ¢6 cuc dai va cuc tiéu

Ta ¢6 : fix)= E(W'Jr—gi-—z-z—l}l—
(x+1)

fecoeucdaivacuctibu < A'>0 o 1+2m>0 < m>-—~1—.

3. Chung minh réng: y2p +y&r > ?]2-

Sl e -1
Giasd: m> ué—

f dat cuc tri tai x; > x..
X + Xg = =2

Theo Viét ta co :{
XXy = -2m

"

yép + yér 12x, +m + 21% 4+ 12%, + m + 217

4(xf +x§)+4(m+ 2) (X; + Xz) + 2(m + 2)°

414 + 4m! - 8m + 2) + 2(m + 2)* = 2m? + 16m +8

1]

Pat:gm) = 2m*+ 16m+8 = g(m)=4m+16=0 < m=-4

X 1
I, +oC
2 "
g +
g (1 ___ _—>*
2
2 2 1 -
Vay: vyep +Yer > 5



85. DH TONG HOP TPHCM - KHOI D

2 v
; ax“ -(3a-1)x + 2a
Cho hamso: y= : : (1)
x o

. Khao sat su bién thién va vé do thi ham sé véia = 1.

. Viét phugny trinh tiéin can xién cua dé thi (1). Ching minh rang tiém
can xién nay luén di qua mét diém c6 dinh véi moi a.

Giai
. Khao sat su bién thién va vé do thi ham sé vdia =1
2 frows
Ta cé : fix] = LM?—*{:—Z—
X~1
MXD : D = R\ (1]
A T -
W= X2 5 w0 o ke
(x-1) =2
Bang bién thién :
X | — 0 1 2 +@
f' + 0 - - 0 +
f _» -2 +% +00
_m/ \_w \ ) /
Tiém can ding x = 1. A

Tiém can xién y = x - 1.
Do thi : hinh bén.
Tiémcidn xién A: y=ax+ 1 - 2a
M,(x,; yo) € A Va

<> y,=ax + 1 - 2a, va

&> alx,-2)+1-y,=0Va

{x0—2=0 {xo=2
& s
1‘Y0=0 YO*_'I

Vay A ludn di qua diém c6 dinh M,(2; 1).

86. DH KINH TE

Chohamsé: y=x+3x*+mx+1 c6déthi(Cp).

. &) sau su bidn thién va vé do thi ham sé khi m = 3.
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2.

Chung minh rdng véi moi m, d6 thi (C,,) cua ham so da cho ludi luon
cat doé thi ham s6 y = x’ + 2x* + 7 (L) tai hai diéem phan biét A va B.
Tim quy tich trung diém I cua doan thang AB.

Xac dinh m dé dé thi (C,)) cat duong thang y = 1 tai ba diém phan biét
C(0; 1), D, E. Tim m dé cdc tiép tuyén tai D va E véi (C,,) vuong géc vdi
nhau.

Ly=xt+ 2%t + 7

Giai
y=flx)=x*+3x*+ mx + 1 (Cp)
Khao sdt su bién thién va vé dé thi cia ham sé khi m = 3
fix)=x" +3x° +3x + 1
MXD : D=R
f'(x)=3x"+6x+3

fix)=40 o x=-1 yA
X | - -1 +0
"_f' + -
¢ 0
e ™~ .

D6 thi - hinh ban.

Phuong trinh hoanh d¢ giao diém cua (C,,) va (L.
xX*+3x° +mx+1=x"+2x*+7 & x*+mx-6=0 (1)
A=m +24 = A>0, VYm

Vay (C,,) cdt (L) tai 2 diém A(x,; y,), B(xy; y.).

X; +X, = ~m

Theo Viét ta c¢é : {

\xl.‘(z = "‘6

Goi I la trung diém cua AB ta c6 :

X = - o e —
2 2
I ] 3 3 2 2
Yy Yy (x) +X5)+(X) +x3)+ 14

J 2 2

X =~ (1)
I 1 2

¥ & ;)[»m(m?' +18) + 2m? + 38! (2)




(1) = m = =X
L. s 2
(21 = y = [2x(4x" + 18) + 8x" + 38|

i

4% + 4x° + 18x + 19

[}
b
-
I

Vay quv tich trung diem I cua AB la dudmg : v = 4x’ + 4x” + 18x + 19.
Phuong trinh hoanh do giao diém cua (C,,) va duong thang y = 1
x'+3x+mx+1=1 o x(x"+3x+m)=0 (1)
i—x o 0
Lo, (2)
|x° +3x+m=0
(C,,) cat y = 1 tai ba diem phan biét C(0; 1), D E

< (2)co 2 nghiém phan biét khac 0

( 9
{\:9—4111:»0 m <
ey " &y 4
0-+30+m=0 m <0
2 . JXU +Xg = -3
Theo Viét ta c6 :
(Xp Xg =m
Tiép tuyén tai D va E vudng goc
<> fiixp) fiixg) =-1 e 4m* - 9m = -1

& 4mt-9m+1=0 < m=

87. DH BACH KHOA TPHCM

2
. P X° +2mx + 1 _ o
Chohamso: y= Wli— S (m : tham s0).
x —

. Khao sat va vé doé thi (C) cua ham so tuong ung véi m = 1.
Chung minh rang néu do6 thi cua ham s6 cit truc hoanh tai x = x,
2(x, + m)

thi y'(x,) =
X, -1

. Tim s6 a nho nhat dé aix” + x - 1) (x’ + x + 1)* duge théa man véi moi
x € [0; 1]

Gini

! 0

2 ~ X" +2m 1
Cho hamss: y= ——— -
X =3
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L ) 5
Tacé: fix)= X rax+1
X -1
MXD D = R\ 1}
E -y V-
frpge 2202 g o R
(x - 1)° 1x=3
X -0 1 1 3 o
+ 0 = 0 Y

B thi : (hoc sinh s ve).

u(x)
2q = e
- vix)
Ta c6 : u(x,) =0
u'y -uy
’\’2

3. ax®*+x-1)<s(x*+x+ 1)
Pat : X =x*+x

0<xz<1

(1)

alX -1 (X+1)

TH 1: X =1, ta cé (2) ding Ya.

TH2:0<X<1: (2)

TH3:1«<X<2: (2)

-1<£a<9

+0

e yi(Xx,) = ~—- .- B
vix,) X, -1
vx € [0; 1}
o 0<X<2
q (X + 1) e
- d = Feieeee Lo 2 -
X-1
L 12
o> Fa e (‘x“f"l )' a < 9
X -1

88. DH KIEN TRUC TPHCM

(1)

(2)

Cho ham sé :

v = 4x’ + mx.

1. Tuay theo gid tri cua m, hay xét su bién thién cua ham sé .

2. Xdcdinh mdé Iyl < 1 khi

Ix! < 1.
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Giai

y = 4% + mx




1. Tuy theo gia tri cua m, hay xét su bien thién cua ham sd
MXD : D=R
y = 12x° + m
TH 1 : m20 = y=20 Ham sd luon luén déong bién.
TH 2 : m < 0 ¥ =0 5 ¥ Ny B & 1’;92
12
X —a0 X Xy + X
Y 4 0 = 0 7
k4 -2m [-m
“+ X
/ 3 V12
\ 2m ’_ m /
=00 e R
3 12
2. Xdcdinh mdé Iyl <1khiIxl <1
Cho: x=1 Ta co6 : 4+mc<1 <> m < -3
1 1
Cho : x:-}— Ta co : -1< — + —m =3 m > -3
2 2 2
m < -3 -
5 m = -3
{m > -3
Pao la1 gia sum = -3
y=4x’-3x vxel[-1:1]
bat . x = cosa =  y =4cos'u - 3cosu = cos3a.
2 lyl = lcos3dal < 1.
89. BHY DUQC TPHCM
1. Chohamsé:y=x+ V1 -x* - m.
Tim tat ca cdc gia tri cua m dé ham so nhin gia tri khéng duong véi
moi x € [-1; 1].
2. "rong hé truc toa do xOy, hay vé tat ca cic diém Vi(x; y) ¢6 toa do thoa
2 &
diéu kién : Iyl > Xoxre
x-1
3. Chohamsdo y=x"+(m+3)x’+2m+ i

Tim m dé ham s6 ¢6 cuc dai. Khi d6 ch ng to rdng, diém cuc dai cua do
thi ham so6 khéng ¢6 hecanh do duong.
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Giai
1. Chohamsg:y=x+ y1-x° - m

Tat ca cdc gia tri cua m dé ham s6 nhan gia tri khong duong vx e

[-1:; 1{.
y=fix)=x+vyl-x* -m
2x _ 1™ iy
2V1 - x° v1-x?2 .

f'x)=0 g l1-x° =x & X =

fix)=1-

Bang bién thién :

o
x | -1 T 1
2
f - 0 -
f / \/"—2_ -m \\
fix) <0 & V2 -m<0 o m> V2.
2
X®-x+2
3 - “\\, p (0(:1.45 25
Dat - X“-x+2 //, ” I
o= S X /1’? .
X = TN
Tacé: Iyl = fix) = ‘.“% |
i 05} !
o J¥yz0 ly<0 / ‘2/‘5: T, B
ly > f(x) y < -f(x) A% !
Tap hop nhing diém M(x; y) 2// /-/ :‘.'é :
théa diéu kién Iyl 2> fix) la // 5‘% '
7

N
N

phan gach chéo dusi day cua 7 /
mot mat phéng toa dé. ///
8. y=fix)=x"+(n+3)x’+2m+ 1)x*
f'(x) = 4x” + 3(m + 3)x" + 4(m + 1)x
x=0
f'x)=0 &5 .
4x° +3m+ 3)x+4(m+1) =0 (1)
fix) c6 cuc dai <> (1) c¢6 2 nghiém khac 0.
Dat: g(x)=4x*+ 3(m + 3)x + 4(n + 1)
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A>0 < 9m+3)°-64m+1)>0
& 9m® - 10m + 17 > 0 ding Vm
g0)20 o m# -1
Vay : m=# -1, g(x)luén c6 2 nghiém x;, x, :
gl0)=4m+ 1)
2 = Fgfm +1)
TH 1 :g0)<0 < mce-1
Ta ¢6 bang bién thién :
X —o0 X, 0 Xy +

f' - 0 + 0 - 0 -
fep Cb
\ CT/ By CT/

TH 2 : g(0)>0 < m>-1 = «i—(m+3)<0

Ta ¢6 bang bién thién :
X —aC X Xy 0 +0

f - 0 + 0 - 0 4+

fen \ o /-, Cb \ o /

Vay diém cuc dai cua dé thi ham sé khong cé hoanh dé duong.

90. DH SU PHAM TPHCM

2 - o
ChO ham sa’ : y - 2x + (1 n])x + ]_ +m

(1)
-X+m

1. Khao sat su bién thién va vé do thi ham sé6 khi m = 1.

. X4ac dinh m dé ham sé (1) nghich bién trong khoang 2 < x < +=.

3. Chung minh rang véi moi m # -1, cdc dudng cong (1) déu tiép xic véi

mot dudng théng cd dinh tai mot diém co dinh.

Giai

3p e ) 2x2 +(1-m)x+1+m

-X+m
. Khao sat va vé do thi khim = 1

Hoc sinh tu vé.
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2. Xdc dinh m dé ham sé nghich bién trong khodng 2 < x < +»

o =2%%2 44mx -m? -2m + 1
flx) =

(-x + m)°

bat : g(x) = —2x* + 4mx < m* + 2m + 1

A" =4m’ + 2(-m* + 2m + 1) = 2(m + 1)*
TH 1: m=-1

gx)<0 VvxeD =  f(x) nghich bién trén (2; +x).
TH 2 : m # -1

g(x) c6 2 nghiém x,, x..
Ta c6 bang bién thién : ‘

X - X, m X 2 +0
f ' - 0 + o+ 0 -

f(x) nghich bién trong (2; +x)

g2)>2 =

wag(2) m?-10m+7>0
& X1 <X5£2 o S

-5-(2 mc<?2

& m<5- Y18.
3. Goi My(x,; y,) 12 diém ¢§ dinh

M,e(Cp) YVm o yu=25‘§+1*m)x0+1+m

- X, +m

o Tl Y D Yy - 23 - x-1=0

X, +y,-1=0 {x_ozz~—1
5 5 ¢ % =
2X5 +YoX, +X,+1=0

o2 ' 2
Ta cé6 : f'(x)= 2x I Amx + 2m m +1

p(}x%—m»)z

BP B T

£ (X)L -2“;'7‘ (Vi X, = -1)
(m+1)

Phuong trinh tiép tuyén A véi (Cy,) tai M(-1; 2) :
Aty-2=(-1)x-2) < y=-x+4

Vay : (C,,) ludn tiép xic vdi duong thang cd. dinh A : y = - x + 4 tai diém
c6 dinh M,(-1; 2).
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91. DH NGOAI THUONG

Cho ham :y = x* - 3(m + 1)x* + 2(m® + 4m + 1)x - 4m(m + 1).

1. Ching minh rdng khi m thay déi, dé thi cia ham sé luén di qua mot
diém co dinh. .
Xac dinh tham s6 m dé dé thi cia ham s5 cdt truc hoanh tai ba diém
phéan biét ¢é hoanh dd 16n hon 1.

2. Khao sat su bién thién va ve do thi (C) cua ham sd khi m = 0. Tim diém
M e (C) sao cho qua M chi vé duge duy nhat mdt ti€p tuyén véi (C).

Giai

Chohamsd: y=fx)=x*-3m + 1)x* + 2m® + 4m + 1)x - 4m(m + 1)

1. Ching minh rdng khi m thay doéi, dé thi cia ham sé luén di qua mot

2.

diém ¢d dinh
M.(Xy; ¥o) € (Cp), V.

& Yo= X2 - 3(m+ 1) xZ + 2(m? + 4m + 1)x, - 4m(m + 1)
&P m2(2x0-—4)+m(—3x§+8x0~4)—xg—3x§+2xo——y0=0
2x,-4=0

= -3x2+8x,-4=0 = {
. Vyozo

X, =2
x2—3x§+2xo-—yo =0

Vay (C,) luc‘m“di qua M,(2; 0).

Xéc dinh tham s6 m d€ 44 thi ham s6 cit truc hoanh tai ba diém phan
biét c6 hoanh dé 16n hon 1.

Tacé: fix)=0 & x-2x-@m+1x+2m@m+1)]=0

X=2
X“-@Bm+1)x+2mim+1)=0
Pat: gx) =x*-(3m + 1)x + 2m(m + 1). o

Pé fix) c6 3 nghiém phan biét thi g(x) phdi ¢6 2 phén bi¢t nghiém khéc
2 théa man : 1 < x; < x,.

(4>0 ‘Q‘Z’"?%T}>QN vt m<Ovm >-%
2f(1)>0 2m2"m>0 4 m> —
o <SS T : & im> - o= B &
_S_>1 3m+1>1 3 Tt
2 m=1
f(2)=0 b2m2-4m+2¢0 Finit]
m=90

fix) = x> - 3x* + 2x




MXP:D=R

fx)=3x"-6x+2 = fX=0 o x=3i3‘/5
Bang bién thién :
3-43 3+ \/§
A 40
3 3
f + 0 - 0 "

Hoc sinh tu vé dé thi.

Xét : M(x,; v,) € (C).

Phuong trinh tiép tuyén A tai My(x.; y.): y =f (%) (x - x,) + fix,)
Phuong trinh hoanh d9 giao diém cia A va (C) :

fx) = flx,) (x - o) + fix,)

/

< fx)-fixy) - f'(x) (x-%)=0

o xX*-x3-30%-x3)+2x-%x)-3x% -6x,+2Ax-x%x)=0
% (x—xo)[x2+xox+x§—3(x+xu)+2—3x§+6x(,—2]=0
o (x-—x{,)[x2+(xo——3)x~—2x§+3x0]=0

&>

X = X, o
x?+(x, -3)x-2x2 +3x, =0

Qua M chi vé duge duy nh4t mot tiép tuyén dén (C)

3-x,
2

<> (1) c6é nghiém kép x, < =k, k=l

‘Vay M,(1; 0) 1a diém cén tim.

82. DH BACH KHOA TPHCM

x*-x+1
L

Chohamso: y =" -

1. Khéo sét su bién thién va vé dé thi cia ham sé. Tir d6 suy ra d6 thi cua
ham sé :

. x?-x+1
B T T

{vé hinh riéng).
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2. Tim tat ca cdc gia tri cdia m dé cho phuong trinh :
x*-(m+1)x+m+1=0 c6nghiém.

3. Tim tat ca cac gia tri cia m dé cho phuong trinh sau diy c6 ba nghiém
phan biét nidm trong doan (-3; 0] :

t“+ 20 - (m+ Dt +2) +m+ 1= 0.

Giai

1. Khao sat su bién thién va vé d6 thi cia ham sé. Tir d6 suy ra dd thi cia
2

hamsd y = X" -x+1
Ix - 1l
2
Tacé: filx)= x_-x+1
x-1
2 _ _ 0
£ = 2? = fx=0 o ["
(x i 1) X = 2
Bang bién thién :
X 00 0 1 9 .
f' + 0 — _ 0'
f -1 a0 +00

lim f(x) — = =  dd thi c6 tiém can dung x = 1.

x-»1

y=X+ ]
x-1 = d6 thi c6 tiém can xién y = x.
lim = ()
x—-):i“x-...
. . A
Ta ¢6 : do thi (C) cua ham sé nhu sau :
2-—
Tacé:y = g(x);—.i_.....’f.i.l. 3 -t
Ix-11
1
2 I
=2+l (x>1) 1 : ~
- X =1 : 1 2 X
2
-(x*-x+1) e
L x-1
- fix) (x>1)
X =
& {—f(x) (x <1)

P& thi (C)) cua g(x) suy ra tir d6 thi (C) cda fix) bang cdch :
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2.

246

~ Gilf nguyén phan cé x > 1.
~ Lay déi ximg cua phan c6 x < 1 qua Ox.

Ta cé d6 thi (C;) nhu sau :

1
N

B — ===~
3 4

Tim t4t ca céc g'ié tri cia m dé cho phuong trinh sau c¢é nghiém :
X! -(m+1x+m+1=0 F (1)

Tacé (1) o xz—x+1=-fm(x~1) (x# 1)

2‘-»
< -’-‘—-———Ej—lzm < f(x)=m
x-1
. i )
vei: me XorEl o {y ft
x-1 y=m

S6 nghiém cua phuong trinh (1) chinh la sé giao diém cia (C) va dudng
thdng y = m. Theo d6 thitac6: (1) c6 nghiém & ms-1vmz23.

Tim t4t ca cdc gid tri cia m dé cho phuong trinh sau day c6 3 nghiém
phén biét nim trong doan [-3; 0)

(t2+ 2t -m+1)(t*+2t) +m+1=0 (1)
Pat: u=t*+2t = u=2t+2  Tacé:
t =8 -1 0
u - 0 +
i |8 |
0\5 /
el

Tacé: (1) & wW-m+1lu+m+1=0

o uw-u+l=mu-1 (u=1l)
2—-

& 9m_E_Ll_=m (2)
u-1

(1) ¢6 3 nghiém phan biét nidm trong doan [-3; 0] < (2) ¢6 2 nghiém u;,

, | 3
uzthéa: -l1=u;su<3 WESms—l.



Nane 1993

93. DH SU PHAM Ki THUAT - KHO! B

(‘ho hamsé© v = x* - 2% + 2.
a) hhao sat su bién thién va vé do thi cua ham s6. X4c dinh cdc giao diém
cua do thi véi truc hoanh.
b) Viét phuong trinh cdc ti€p tuyén ké dén da thi tir diém A(-zgg, - 2].
¢) Tim trén dudng thanz y = -2 cac diém tit 16 6 thé ké dén dé thi hai
tiép tuyén vuéng géc véi nhau. B
Giai
Cho ham sé : y=f(x)=x"-3x*+ 2.
a) Khio sdt su Bié'n thién va vé d6 thi cia ham s6 :
MXP: D=R
f'(x) = 3x* - 6x = 3x(x - 2)
fx)=0 o ["20
: o x=2
Bang bién thién :
X -0 O : 2 -+ |
f + 0.1 . o LT R ST
¢ 0 ilic | jirigry jic
| <o / \ 29 / :
£(x) = 6x - 6 Mt
f'%) =20 o x=1
fl1)=0 - . . Diém uén I(1; 0).
Giac difm v6i Ox :
y=0 = x*-3*+2=0
=~ x-1)(x*-2x-2)=0
Ix =1
- Ix=1% J3
D6 thi : hinh bén.
b) Viét phuong trinh cdc ti€p tuyén ké dén dé thi tir diern A[—zg, - 2) |

Phuong trinh dudng thdng d di qua A va’cé hé s6 s6 géc k :
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23
‘ 2=k[ -
.d y + X 9)

23

yzk[x

d tiép xdc vdi (C) khi hé sau c6 nghiém.

x3—3x"+2=k(x——2—§—)-2 (1
9
3x*-6x=k (2)
ety x3—3x+2=(3x2—6x)(x—%:§)~2
o x3—3x2+4=3x(x~2)(x—-~2§§)
X =2
2 o 23} . _
o x+1D)(x-2)=3x-2 xﬂﬁg— o X =3
1
X =
) L 3
* Véoix=2 = k=0 =t d:y=-2
* Voix=3 = k=29 = d:y=9-25
1 5 5x 61
* Vaix= — = —— d:y=—-—+—.
Vai x 3 3 el y 3+27

¢) Tim trén dudng thing y = -2 cac diém tir d6 c6 thé ké dén dd thj hai

tiép tuyén vudng géc véi nhau

Goi : M(m, —25 12 mét diém trén duong thing vy = -2. Gia su tu M ta ké
duge tiép tuydn A tiép xue voi(C) tai My(x,, ¥o)- -

Phuong trinh A 1y = (3x% - 6x,) (x - x,) + xJ - 3x? + 2

M@m; -2)e A =
&
&5

X, = 2

Goi x;, x; 12 nghiém cua (1) ta cé :

2x2 -(Bm -1)x, +2=0

-2 = (3x2 - 6x,)tm - x,) + x3 - 3x2 +2
2-3 _3m+ 1)x3 +mx,-4=0

(%, ~ 2)[2x2 - (3m - 1)x, + 2] = 0

(1)

X; + Xy = -%(3:11-—1)

Tu M ké duge 2 tiép tuyén vudng géc dén (C), suy ra :
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fUiId (%) ==1 = (3x7 - 6x1) (3x5 ~ 6xy) = ~1

rars.) 9)(17(2 [x1x3 = 2(x1 + X2) + 4! = ~1
= 9(5-Bm-1)}] =-1 o I = §5—
27
L 55 A
Thu lai véi m = = (1) c6 nghiém.
Vav : M(gé, - 2\; la diém can tim.
L J
94. DH NONG LAM
. 2x2 + (1~
Cho hamsé @ y= bl Sl Sl b (1)

X-m
. Véi m = 1, khao sat su bién thién va vé dé thi ctia ham sd.

. Ching minh rdng véi moi m # -1, d6 thi ham sd (1) luén ludn tiép xic
vdi mot duong thang cé dinh tai mot diém cd dinh.

. Xac dinh m dé ham sé (1) tAng trén (1; +x).

Giai
. Véi m = 1, khdo sat su bién thién va vé dé thi cia ham sé

2

T4 66 - filx) = gx__+_2_
x-1
MXD : D=R\ (1}
2 — ——
£x) = 2x 4x2 2
(x -1)

X | o 1-42 1 1+v2 430
f + 0 -~ - =0 +
f Cb 40 4+
= Ty ™ i i
—a0 —0C

CD: fll-v2)=4(1-V2)
CT: fll1+v2)=4(1+v2)
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Tiém can dung :x = 1
Tiém can xién : y = 2x + 2

P6 thi : (hinh vé bén).

Wi+ f2)

Chung minh rang véi moi m = -1, do thi
ham so ludn tiép xic véi mot duong thing
cd dinh tai mdt diém cé dinh - 2

! /

Goi M,(x,; v,) 1a diém ¢d dinh.
Tacé: M, € (Cp)

2x +(1-—m)x +1+m
S Y= f,{, s L VIR X,)

& Yo%, -m)=2x] +(1 - mx, + 1+m  (Vm#x)
& (X Yo~ )M + ¥oXs - 2% %, - 120 (Ym #Xx,)

Xy =g i i A
< 4 WP~ T T
YoXo —2%X; - X, -1=0 | y, =8

Vay: Vm =z -1(C,) qua Mo(——l' —42)

2x? «»4mx+m -2m 1

f' (%)=
(x m)?
2
D= S“*T_}_)_z. = ¥ (Ym # -1)
(m+ 1)

Phuong trinh ti€p tuyén véi (C,,) tai My(-1; -2)
y+2=(x+1) |
y=x-1 (A)

Vay : Vm # -1 (C,,) luén ti€p xiic v6i dudng (A) 8 dinh tai M, cé dinh.
. Xdc linh m dé ham s& déng bién trén khodr g (1; +x)

i f"(x)'-_:_zx —4mx + m? -2m<-1]

(x —m)?
Pat: g(x) = 2x* - 4mx + m® - 2m - 1
A= 2(m + 1)
TH 1 : m = -1 Ta cé : ftang trén (1; +x).
TH?2: m#-1 f'(x) c6 2 nghiém x,, x,.

W



X —ac X m Xy +oC
f' | + 0 - - 0 +

ftang trén (1; +x)

& X; < X <1 o 4m

{m2~-6m+120 ' \[mSS—Zafi S ey

me<1 ({m<1

95. DH TONG HOP — KHOI A, B

_ (m-1(x2~2x)+m+4

Cho ham sé : i
mx + m

v6i tham s& m ldy moi gid tri khdc 0 va _-%.

. Khao sat su bién thién va vé db thi ctia ham s6 img véi m = 2.

. Véi nhimng gid tri nao cia m thi dé thi cia ham s ti€p xic véi dudng
thang y = 1.

. Tim t&t ca cdc gid tri cha m dé ham 56 c6 dxém cuc dax va diém cUc tiéu.
Xdc dinh m d€ gid tri cuc dai va euc tiéu cung d4u nhao.

Giai
. Khao sat su bién thién va vé dé thi cia Bam s6 Ung v6im = 2

f,(x)=x2—2x~t~6
2x + 2
MXD: D=R\l-1) |
f.,(x)z2:4124,»4:'{«;16; Fa)=0 [x=—4
(2x + 2) X =2
Bang bién thién
X - -4 -1 2 +0
f' + 0 - - 0 +
f -5 B | 40
I N e N
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5

2

’

Tiém can ding - x = - 1.

. R . 1
Tiém can xién : y = S X

i

Cuc dai: f(-4) = -5

Cuc tiéu : fi2) = 1.

Piém dicbiét: x=0 = y=3.
P4 thi - hinh beén

Véi nhirng gid tri nac cia m thi
dd thi cua ham s tiép xic vai dudng thang y = 1

Phuong trinh hoanh dé giao diém cua (C,) vaA:y=11a:

(m-1)x" - 2x)+m+4

= 1 (mx +m = 0)
mx + ni .

o M-1DKX -2Xx)+m+4=mx+m

e (m-1x"+(2-3m)x+4=0 (
(1) ¢c6 nghiém kép <« jm-1=0 .~ mxl
A=0 (2-3m)* -16(m - 1) =
U
o 9
m=2

Tim tat ca cdc gid tri cua m dé ham sé ¢6 cuc dai va cuc tiéu
Xdc dinh m dé gia tri cuc dai va cuc tiéu cing ddu nhau.

(m-10x* -2x)+m + 4

fix) =
mx + m
(m - 1)x? - 2(m - x+m+ 4
fix) =
Inx + m
. m(m - Dx? + 2m(m - 1)x - 3m? - 2m
f'(x) = — :
(mx + m)
. . im -1) = 0 1)
f c6 cuc dai va cuc ticu & {", e (
A'>0 (2)
m#0
(1) = 1
m=1
r
i & seee
(2) &
im > 1




-1
, . n\ o
Vay : fc6 cuc dai va cuc tiéu Lo l 4 (3)

m>1
Dé thi cua f cat Ox tai 2 diém
¢»> Phuong trinh (m - 1)x* - 20m - 1)x + m + 4 = 0 ¢6 2 nghiém khdc -1.
& A>0 o m-1-m-1)im+4)>0 o m«<1 (4)
Do thi cua f c6 2 gid tri cyc tri cung dau < (3) va (4)
-1

< m< —
4

96. DH KINH TE

Cho hamss : vy = x%cos2a + 2x2sin2a +1 .
X +

. Khao sat su bién thién va vé do thi cua ham sé khi a = 0.

. Xdc dinh a dé dudng tron c6 tam & goc toa do va ti€p xuc véi tiém can
xién cua d6 thi ham sé c6 ban kinh l6n nhat.

Giai
. Khao sdt su bién thién va vé do thi cua ham sé khia = 0

2
fix) = x° +1

X+ 2
MXD D=R\ (-2

x% +4x -1

f'ix) = .
{x + F)°

f'x=0 < x‘+4x-1=0

- [x=—2—-wf5—
=_2+,/§

Bang bién thién :

X |- -2~ Jg =2 -2+45 ot

f' + 0 - - 0 +

f Cb +0 +oc
o / \s ~% \ CT/
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CD: f(-2-v5)=2-2-J5)
CT: fi-2 +y5)=2(-2 +J5)

lim =o: Tiém can ding x = -2.

X—>-2
S
X+ 2

y=f{x)=x~-2+

lim, -
x—o+o X + 2

=0: Tiém cdn xién y = x - 2.

Diém dacbiét: x=0 = y= %

P4 thi :

3-8

et o
\ | 5
[\ e
%
R L)
E3 4

2. Xéc dinh a dé dudng tron c6 tdm ¢ gdc toa do va ti€p xiic vdi tiém can
xién ctia d8 thi ham s& c6 bdn kinh 16n nhat

Ta chia da thic :

x’cos2a + 2xsin2a + 1 X+ 2

- x%co0s2a ~ 2xcos2a xcos2a + 2(sin2a - (:032@)

2x(sin2a - cosza)'i- 1

- 2x(sin2a - cos2a) — 4(sin2a - cos2a)

1 - 4(sin2a - cos2a)
Tiém cén xién : A :py = xcos2a + 2(sin2a - cos2a)
o xcos2a - y + 2(sin2a - cos2a) = 0
| 2(sin2a - cos2a) |

Veos?2a + 1

R =d(0; A) =
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Cdach 1 : (Dung bat dAng thie Bunhiacopski)

2
V2

(1xsin2a) + [——L}(ﬁcos%

R=

V2c0s?2a +sin22a

2J(7+ l (2cos® 2a + si?n2 2a)
/ 2/
R <

\/2cosz 2a + sin®2a

R=< V6
; sin2a
Vay: Rlénnhat o R=V6 o e =-2
‘ v2cos2a
< tg2a=-2 <&  2a=arctg(-2) + kn

&3 a:%arctg(-—2)+ %, kelZ

Cach 2 : (Dung dao ham)

R? = 4(tg2a - 1)°
(tg?2a+2)
Dat : t = tg2a.
R A7 -2t+1)
t? +2
o | t?+2
2t2 +2t -4 [t=-2
()& —————; t)=0 <
f (t? +2)? ‘ L =1
Bang bié’x;j thién :
4 |- -2 1 4+
g + 0 - 0 +
g 3 1
) i 0
R 14 nhat o t=-2
kn
o tg2a = -2 & a = —arctg(-2) + = kel



97. DH BACH KHOA TPHCM

1. Khao sat su bién thién va vé dé thi (C) cia hAm sé : y

phan biét nhan I(5; 10) lam trung diém.
3. Bién luan theo tham sé a sé nghiém x < 0 ctia phudng

x2-21x1+9

x2-2x+9
x-2

—

2. Tim K dé dudng thing y = Kx + 10 - 5K cdt dé thi (C) tai hai diém

trinh :

= a(x - 2) + 2.
Ix1-2 2 *
Giai
1. Khao sat su bién thién va vé dé thi (C) cua ham sé
2
x-2
MXD : D = R\{(2}
2 _ ' = -
f'(x)=“§""’j}“§£' fx)=0 < {x 1
(x-2) x =8
Bang bién thién :
X —20 =1 2 5 +C
f + 0 - - 0 +
f -4 40 +7

Cb: fl-1)=-4
CT: f(5)=8

limf(x) = «: Tiém cidn dimg x = 2

X2

fix) =x+ -

lim

- -

=0: Tiém cdn xién y = x. w1
X—=xn X -~ 2 T
|

|

Diém dac biét :

D6 thi : hinh bén.

o
o
b 4
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2. Tim K dé duong thang d : y = Kx + 10 - 5K cat dé thi (C) tai hai diém
phan biét nhan I(5, 10) lam trung diém
Phuong trinh hoanh dé giao didm cua (d) va (C) :
x?-2x+9

— = Kx + 10 - 5K (x 2 2)
X -2

& x'-2x+9=Kx*+ 10x - 5Kx - 2Kx - 20 + 10K.
= (K-1x*+(12-7K)x + 10K-29 =0
= (12 - TK)* - 4(K - 1) (10K - 29)
A=9K* - 12K + 28 > 0
I 1a trung diem cua M (x;; y1); Mu(x,; yo).

B X +Xs . TK - 12 -5
- g 2K - 1)
- ‘ 2
e K -12 = 10K - 10 &5 K:~—-3—
2
Vay: K=-=
1y 3
3. Bién luan theo a sd nghiém x < 0 cua phuong trinh :
2
-21x1+9
LL s R, (1)
f X =2
1) o 2= +2x;9 =alx-2)+2
o x"’+2x+9:~ax2+2ax-—2x—-2ax+4a~w4

e (a+1)x*+4x + 13 - 4a = 0.

TH1 . a=-1:¢) < 4x+17=20 & x=—~1£ (nhan).

TH2: a=z-1
A=4-(a+1)(13-4a)=4a*-9a-9
5 =81+ 144 = 225
9 15 M_Ci
4
= 4
P:X;.X:Z 13 ~4a & e 1
¥ 1 a-+1
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a 4 P S X;, X» S0 v4i 0 S6 nghiém cua (1)
+C + e - X <0< x, 1
13
'7{ O | < X, <Xy -0 1
+ + = X; < X, <0 2
3 9] . X1 - X< 0 A 1
-+ | - VO NGHIEM 0
3
s 108 < X; =Xy<0 1
4
¥ + | - X; <X, <0 2
-1 ¥ © x, <0 1
+ = + X1 <0< x, 1
—a0

98. DH Y DUQC TPHCM

2
Gl i1 1k 8% th Bl 66 5 = D

x+1

1. Vé d6 thi (C ) dng v6im = -1.

Tir d6 suy ra d6 thi (P) cia ham sé y = Ix—ll(2x+1).

X +1

2. Xac dinh cdc gia tri m sao cho qua diém A(0; 1) khong c6 duong thing
nao ti€p xic véi (C,,).

8. Xac dinh cédc gid tri cuia m dé (C,) cidt Ox tai hai diém va hai tiép tuyén
tai hai diém ‘d6 vudng géc vdi nhau.

Giai

o B 27x2+mx+m

X +1
1. Vé dé thi (C_;) ung véim = -1

Ti d6 suy ra dé thi (P) cia ham s6 : y = Ix-11(2x+1)

X +1

2x? - x -1

X+1

m=-1 = filx) =

MXD : D = R\{-1}
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2%x2 + 4x

fiix) = .
(x+1)°

FiUx)=10 e {

Bang bién thién :

X —oC ~2 -1 0 +7
f - 0 - - 0 -
f -9 , + +3
/(CB)\l \ -1
—0 =i (CT)
cbhb: f-2)=-9
CT: flo)=-1

Tiém can ding : x = -1

Tiém can xién : y = 2x - 3.

bo thi (C_)) :
|
o |
Tacé:(C,):y= L R : /
: x+1 |
I
{p):yzlx-11(2x+1) b 49
x+1
Do thi (P) suy ra tir d6 thi (C) bang | .

cach git nguyén phan c¢é x > 1 va lay
doi ximg cua phan ¢6 x < 1 qua Oy.

. Xac dinh m sao cho qua A(0; 1) khong co dudng thing nao tiép xuic vdi (C,,)
Xét duong thang d di qua A(0; 1), phuong trinh cua d c¢6 dang :
d:y-1=Kx
y=Kx+1
Phuong trinh hoanh dé giao diém cia d va (C,,) :

2
Kx + 1 = 2X° +mx +m fx <1
x+1

Kl +x+Kx+1=2x*+mx + m

& (K-2x*+(K+1-mx+1-m=0
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Bop— == === =%

Kz2
A=0

d tiép xuic véi (C,,) = {

A=0 < [K+1-mf-4K-2(1-m)=0
= K+ 1-2mEK-D+m?-401-mK+81-m)=0

& K42m-1DK+m?-10m+9=0 (1)
Dé khong c6 dudng thang qua A va tiép xic véi (C,,), (1) phdi vé nghiém.
(A< 0
=

h4+4(m~—1)+m2-10m+9:0

—(m =1 =@t +10m -0 <0

&
_m2—6m+9=0
[8m -8 <0 m <1
o o
m =3 m = 3.

3.."Phuong trinh hoanh d¢ giao diém cua (C,,) va Ox : 2x* + mx +m=0 (1)

e : : 2 m‘(O
(1)c6 2nghiém < A>0 < m-8m>0 <«
m > 8
m
X, +Xg = ——
Goi x;, x; la 2 nghiém cua (1) ta cé : 2
m
£(x,) = u'(xl)v{xl)—u(:uv'(xl) " u'(x,) A ixg =0
vix,)! vix,)
, 4x, + m
X)) s e
X, +1
f(xy) = 4x; +m
X2 +1
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Hai tiép tuyén tai M,(x;; 0) va M.(x.; 0) vudng goc.

4x, - 4Xy + m)
e fix) flixy) = -1 e i ]
(x; +1)xy +1)

16xx, + 4mix; + X5) + m®
&% - B il
XiXp-+ Xy +Xp+ 1

16{—n—]]+4m(—mJ+m2
\ 2 \ 2
&(:ﬂ)”
¢ 2

P

m=4 - J1—7 (nhan)

2 m‘-8m-1=0 iy
L} =44 Jﬁ (nhan).

99. TRUNG TAM DAO TAO VA BOI DUGNG CAN BO Y TE

e e

x? + 5x +1‘5

X +3

Cho hamso: y=

. Khao sat su bién thién va vé dé thi ham sé.
. Tim diém thudc dé thi sao cho toa dé cia diém dé la cdc s6 nguyén.

. Tim diém M thugc do thi sao cho khodng cach tit M t6i truc hoanh gip
hai l4n khoang cdch tit M téi true tung.

Giai
x2 +5x+15

X+3

y:f(x):

. Khao sat su bién thién va vé dé thi cia ham sé

MXD: D =R\ (-3 R
2
f'(x)= E——I—glz‘-
(x+3)
=1
fixy=0 < [x
X =-6
Bang bién thién :
X |~ -6 -3 0 +
f' - o . - - 0 +
f / -7 \ +00 \ /., +%
—o0 QG 5
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Cb: f{-6)=-7

CT 2 f(O) =5
lim3 fix) = = : tiém can dung x .

=-3
5]
y=x+2+ 2
X+3 i M S
9 ) —2 10 X
]
lim =0 :tiém cadn xiény = x + 2. !
D '
i
i

D6 thi ham sé : (hinh veé).

9
=X+2+
t X+ 3
yezZ = 2 A
Xx+3
o (%4 3)e £ £8: 18]
Ta duoc cdc diém sau :
x |[-12 6 4 -2 o 6
"BETE 11 9 5 9
_x*+5x+15
M(x; y) ¢6 toa d¢ la nghiém cua hé : * & X +3
iyl=21x]
_x2+5x+15
TH 1 : y= X+3
y = 2X

N\

Ta duoc 2 diém : M,[———L——-é—‘i—é_{; -1—J'ﬁ], Mz[——l—%@; —1+JﬁJ

_x2+5x+15

TH2: ¥ X+ 3 . Heé vo6 nghiém.

y =-2x

100. DH KIEN TRUC

Chohamsd: y=x"+ax’+b : - (1)
3

. Khao sat su bién thién va vé do thi cia ham sé khi : a = P b=1

Gia st do thi cia ham s6 (1) cdt truc hoanh tai 4 diém c6 hoanh do lag
thanh mot cap so cong. Chirng minh rang khi dé 9a° - 100b = 0.

262



Giai
1. Khao sat su bién thién va vé dé thi cua ham s6 :y = fix) = x* + ax* + b

khi a = —§—.b=]

10

fix)=x"+ —B—x" +1

10

MXD: D =R

f(x)=4x" + Ex

5

fix)=0 <  x(20x°+3)=0 o x=0

X —C 0 +
f - 0 +
: v \ / o
1
bo thi :
Ay
1
[§) X

2. Phuong trinh hoanh dé giao diém cua (C) va Ox

x'+ax*+b=0 (1)
Dat:t:xz,'tzo tacé: t'+at+b=0 , (2)
Goi t; va t, 1a 2 nghiém cua (2), ta c¢6 :
) ,tl + t«2 = -a

Theo gia thiét - Jt, , -/t; , Jt;, Jt, tao thanh mot cap s& cong nén

ta co :
Jt:z3J-tT e t. = 9,

.

a
tl:—-i—(;
= t)+9t|=“a = ! :
A t _—;?_a...
1?2 10
( a 9a) ° . 2
— Sty PEputedy BP0 = 9a‘ - 100b = 0.
L 1040 10 N
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. 101. DH NGOAI THUONG

Chohamsé: y=x"-3x"-9x+m.
1. Khao sat su bién thién va vé do thi cia ham sé ing véi m = 0.

2. Xdc dinh m dé dé thi cia ham sé cdt truc hoanh tai ba diém phan biét
véi cac hoanh do lap thanh mot cdp sé cong.

Giai
y=filx)=x"-3x*-9x + m
1. Khdo sat su bién thién va vé dé thi cia ham s6 ing véi m = 0
fix)=x"-3x*-9x
MXD : DR
f'(x)=3x*-6x-9

x=-1
f'(x)=0
x) at I:x =3
Bang bién thién :
X .| -%. -1 3 +0
fe + 0 - 0 -
. 5 4+
# / \ _27/
f'(x) =6x -6

f'"xX)=0 o x=1
fll)=-11 =  diém udén A(1; -11)

2. Xdc dinh m d€ d6 thi hAm sd cdt truc hoanh tai 3 diém phan biét véi
cédc hoanh dé lap thanh mot cap sé cong

Phu’o’xig trinh hoanh dé giao diém cida (C,,) va Ox :
- xX*-3x*-9% +m=0 (1)
bé thi :

F A 4




Dé (1) ¢6 3 nghiém x,, x,, x5 ta phai ¢6 :

11 & (X - X)) (x - %) (x - x3)=0
& X~ 1%y + X B X (XX 4 XoXy + XX )X~ XXoXa = D
Sosanh (1) va(2)taco: X + Xu + X3 = -3

bé x,, x., x; tao thanh mot cap sé cong ta c6 :
X + X3 =Xy = 3xy = -3 25 Xy = —1

Thay vao (1) ta duge : m = -5

‘Thu lai thay diéu kién dé bai duge thoa man.

Vay : m = 5.

102. DH SU PHAM TPHCM

(2)

Chohamsé: y=(x+a)’+(x+b)’-x"

. Khao sat su bién thién va vé do thi cia ham s ing véia=1,b = 2.

Trong truong hop téng qudt, cdac sé a, b phai théa man diéu kién gi dé

ham sé c6 diem cuc dai va diém cuc tiéu.

khong thé ¢6 3 nghiém phan biét.

. Chiing minh rang véi moi a, b phuong trinh : (x + a)’ + (x + b)’ = x’ = 0

3.

Giai

y=fx)=(x+a)+(x+b)P’-x

. Khdo sdt va vé dé thi ctahamsé vdia=1,b =2

Ban doc tu vé.
fix) = x’+3(a+b)x*+3a®+bx+a’+b’
f'(x) = 3x*+ 6(a +b)x + 3(a® + b?)
= 3[x* + 2(a + b)x + a° + b’}
Ham s6 c6 cue dai va cuc tiéu :
<  f'(x) c6 2 nghiém phan biét.

& A'>0 <> (a+bf-@+bH>0 o 2ab>0

it

... <« ab>0.

Goi x; va x, la nghiém néu cé cua f '(x), ta ¢6 : _—
XX, =a“+b

X, +Xo =-2(a+b)
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Thuc hién phép chia da thuc fix) cho f '(x) ta ¢6 :
fix) = f (x).q(x) + r(x)

rix) = -abl4x + a + b|

Ta c6 : fix))fix,)= r(x,).r(x,)

a‘b*4x, + a+ b)(4x, +a + b)

= a’bi[16x,x. + 4(a + b) (x; + x2) + (a + b)*]
= a’b’16(a* + b*) - 8(a + b)* + (a + b)’|
= a’b’9a’ + b*) - 14ab]
= a’b*{7(a - b)* + 2(a* + b))} > 0
Vay : néu f(x) c6 hai gia tri cuc tri thi hai gia tri dé6 phai cung dau.

Suy ra : phuong trinh f(x) = 0 khéng thé c6 3 nghiém phan biét.
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Lot noi dau

Phén I: CAC VAN DE KHAO SAT HAM SO
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22

10.
11.
12.
13.
14.

Ham bac 3

Ham bac 4 trung phuong

Ham nhat bién (Ham htu ti bac 1/1)

Ham htu ti bac 2/1

Vi tri tuong déi giva hai dé thi

Tiép tuyén cua do thi

Bién luan s6 nghiém cua phuong trinh bang dé thi
Tim tap hop diém

Bién luan so6 duong cua mot ho cdc duong di qua mot diém
Vé d6 thi cua ham s6 mang dau gid tri tuyét doi
Duong thang di qua cdac diém dac biét cua do thi
Mot ho cde dé thi tiép xidc véi mot dudng cd dinh
Khoang cdch

D6 thi cua ham s6 mang dau can

5
12
19
21
37
43
50
58
65
71
80
87
92
98

Phédn I1: CAC DE KHAO SAT HAM SO THI VAO CAC TRUONG DAI HOC

Nam 2002
1. Tuyén sinh Dai hoc, Cao dang (khéi A)
2. Tuyén sinh Dai hoc, Cao dang (khéi B)
3. Tuyén sinh Dai hoc, Cao dang (khéi D)
Nam 2001 |
4. DH Qudc gia TP.HCM (khéi A)
5. DH Quéc gia TP.HCM (khéi B)
6. DH Qudc gia TP.HCM (khdi A, B)
7. DH Kinh té
8. DH Ngoai thuong TP.HCM (khsi A)
9. PH Y Duge TP.HCM (khéi B)
10. TT Dao tao Béi dudng Cdan bo Y té TP.HCM
11. PH Nong lam TP.HCM
12. DH Su pham Ki thuat TP.HCM (khéi A)

108

110
111

112
114
114
116
117
118
120
121
122
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13.
14.
15.
16.
NAm
19.
18.
19.
20.
21.
22
23.
24.
25.
26.
Nam
27.
28.
29.
30.
31.
32.
33.
34.
35.
36.
317.
38.
39.
40.
41.
42,

68

PH Kién tric TP.HCM

DH Can Tho

PH Pa Néng (khoi B) - dot 1

DH Pa Nang (khai A) - dot 2
2000

PH Quéc gia TP.HCM - dot 1

PH Quéc gia TP.HCM - dogt 2

PH Su pham TP.HCM (khai A, B)
DH Su pham TP.HCM (khéi D, E)
Hoc vién Ngan hang — Phan vién TP.HCM
DPH Y Dugc TP.HCM

TT Dao tao Boi dudng Cdn by Y t&' TP.HCM

Hoc vién Quan hé Quéc té

DH Ngoai thuong (khgi D)

DH An ninh (khéi A) - Ban B

1999 '

Cao déng Marketing

Cao déng Su pham Méau gido TW3

Cao déng Kinh t& P6i ngoai

PH Thiy sén

DH Hung Vuong (khdi A)

DH Quéc gia TP.HCM (khéi A) - dot 1
DH Quéc gia TP.HCM (khéi A) — dot 2
PH Quéc gia TP.HCM (khéi D) - dot 1
DH Qudc gia TP.HCM (khéi D) — dot 2
DH Quéc gia TP.HCM (khéi B) - dot 1
Hoc vién Cong nghé Buu chinh Vién théng
DH Ngoai thuong

Hoc vién Ngan hang — Phan vién TP.HCM
DH Y TP.HCM

PH Y Dugc TP.HCM

DH Giao thong Van tai

123
124
125
126

127
129
130
132
133
135
137
139
140
141

143
144
146
148
150
151
153
154
156
157
159
160
161
163
165
167



Nam
43.
44.
45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.

1998

PH Quéc gia TP.HCM (khéi A) — dot 1
PH Kinh té TP.HCM (khéoi A)

DH Quéc gia TP.HCM (khéi A) — dot 3
PbH Y Duge TP.HCM

Cao dang Kinh té Doi ngoai

PH Ngoai thuong (khoi D)

DH Dan lap Ngoai ngtr — Tin hoc

Hoc vién Cong nghé Buu chinh Vién théng
Cao dang Su pham

DH Van Lang (khoi A)

PH Ki thuat Cong nghé

4. DH Kién truc Ha Noi
. DH Hang hai
. PH Thuy san

1997

. Cao dang Kinh té& Doi ngoai (khai A)

. DH Dan lap Van Lang (khéai B, D)

. DH Dan lap Van Lang (khéi A)

. DH Dan lap Ngoai ngit — Tin hoc

. DH An ninh - DH Canh sat (khéi A)

. DH Thuy san

. Trung hoc Ki thuat Y té 3

. DH Quéc gia TP.HCM (khoi A) - dot 1
. DH Quéc gia TP.HCM (khéi B) - dot 1
. DH Quéc gia TP.HCM (khéi A) - dot 3
. DH Qudc gia TP.HCM (khéi A)

DH Y Duge TP.HCM
PH Ngoai thuong (khoi D)
1996

. PH Qudc gia TP.HCM (Luat)
. DH Y Duge TP.HCM

. BH Ngoai thuong

169
171
172
174
176
178
178
181
182
184
185
187
188
189

191
193
195
197
198
199
200
204
206
207
208
210
210

212
214
215

269



74.
75.
76.
T
Nam
78.
79.
80.
81.
82,
83.
Nam
84.
85.
86.
87.
88.
89.
90.
91.
92.
Nam
93.
94.
95.
96.
917.
98.
99.
100.
101.
102.

270

3. DH Dai cuong

Cao diang Su pham TP.HCM
Cao dang Hai quan

PH Quéc gia TP.HCM

DH Quoéc gia TP.HCM

1995

PH Téng hgp TP.HCM

DH Kinh té

DH Ngoai thuong

PH Tai chinh - Ké todn

PH Su pham TP.HCM

PH Kién tric

1994

DH Tong hop TP.HCM (khéi A, B)
DH Téng hep TP.HCM (khéi D)
PH Kinh té

PH Bach khoa TP.HCM

PH Kién tric TP.HCM

PH Y Dugc TP.HCM

bH Su pham TP.HCM

DH Ngoai thuong

DH Bach khoa TP.HCM

1993

DH Su pham Ki thuat (khéi B)
PH Néng lam

DH Téng hop (khéi A, B)

DH Kinh té

PbH Bach khoa TP.HCM

DH Y Dugec TP.HCM ‘

TT Pao tao Béi dudng Can bo Y té TP.HCM
PH Kién truc

DH Ngoai thuong

PH Su pham TP.HCM

216
217
218
220
222

223
225
226
228
230
232

233
235
235
237
238
239
241
243
244

247
249
251
253
256
258
261
262
264
265



NHA XUAT BAN PAI HOC QUOC GIA HA NOI
16 Hang Chudi - Hai Ba Trung — Ha No
Dién thoai: (04) 9718312; (04) 9724770. Fax: (04) 9714899
E-mail: nxb@vnu.edu.vn

Chiu trach nhiém xudl ban:
Gidam doe: PHUNG QUOC BAO

Téng bién tap:  NGUYEN BA THANH

Bien tap: HAI DANG
Siua bai: PHAM THI CAM TIEU
Trinh bay bia: NGOC ANH

PHUONG PHAP KHAO SAT HAM SO

Ma s6. 1L - 143 DH 2006

In 2.000 cudn, kho 16 « 24cm tai Xudng in Chi nhanh Cong ti Phat triéen Cong nghé va
Truyén hinh - .TP. HO Chi Minh.

S6 xuat ban 795 - 2006/CXB/ 2 — 159/DHQAGHN . ngay 20/10/2006.

Quyét dinh xuat ban s 376 LK/XB.
In xong va nop luu chiéu gquy IV ndm 2006
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