


 

ចម្លើយវញិ្ញា សាគណិតវទិ្យាថ្នា ក់ទ្យើ១២  ប្រឡងសិសសពូកកទូ្យទាំងប្សុកកាំពង់ប្តករក     2 សុខ ពិសិដ្ឋ 

ដ ាំជ ោះប្សាយ
I. ក. ប្បៀបបធៀបចំននួ 2(2015!)  នងិ 2015(2015)  

បយើងដងឹថា ! 1 2 3n n       
បន្ទោះ2015! 1 2 3 2015       
ន្ទឱំ្យ 2 2(2015!) (1 2 3 2014 2015)        

(1 2 3 2014 2015) (2015 2014 2014 2 1)

(1 2015) (2 2014) (3 2013) (2014 2) (2015 1)

           

          

បដាយ (2016 ) 2015n n  ចំប ោះ  1, 2015n  

  

1 2015 2015

2 2014 2015

3 2013 2015

2014 2 2015

2015 1 2015

 


 

  

 

  


 

 

គុណអងគ នងិ អងគ បយើងបានៈ 
2015(1 2015) (2 2014) (3 2013) (2014 2) (2015 1) 2015             

2 2015(2015!) 2015    
ដបូចនោះ 2 2015(2015!) 2015  
 

ខ. ចំប ោះ្គប់ចំននួគត់វជិ្ជមាន n   ្ាយបញ្ជជ ក់ថា 
5n n  ជាពហុគុណនន30  

តាង 5( )P n n n    
    4 2( 1) ( 1)( 1)( 1)n n n n n n       

បដាយ (5,6) 1   បហើយ 30 5 6    
បន្ទោះ ( )P n  ជាពហុគុណនន30  កាលណា ( )P n  
ជាពហុគុណនន5  ផង បហើយជាពហុគុណនន6  ផង។ (1)  

 ្ាយថា ( )P n  ជាពហុគុណនន6   
 បដាយ ( 1)n n ជាផលគុណននពរីចំននួគត់តគ្នន  
   បន្ទោះវាជាពហុគុណនន 2   
 បហើយ ( 1)( 1)n n n   ជាផលគុណននបីចំនួន 

  គត់តគ្នន  បន្ទោះវាជាពហុគុណនន3    
បន្ទោះ ( )P n ជាពហុគុណនន 2ផង នងិជាពហុគុណនន3ផង 

( )P n  ជាពហុគុណនន 6   (1)   
 ្ាយថា ( )P n  ជាពហុគុណនន5   
បយើងមាន 2( ) ( 1)( 1)( 1)P n n n n n     

 បបើ 5 ,n k k   

   បន្ទោះ 2( ) 5 (5 1)(5 1)(25 1)P n k k k k      
  5 ,A A  ជាពហុគុណនន5   (2)   

 បបើ 5 1,n k k    

បន្ទោះ 2( ) (5 1)(5k)(5 2) (5 1) 1P n k k k         
     5 ,B B  ជាពហុគុណនន5   (3)   
 បបើ 5 2 ,n k k    

បន្ទោះ 2( ) (5 2)(5k 1)(5 3) (5 2) 1P n k k k         

    
2

2

(5 2)(5k 1)(5 3)(25k 20 5)

5(5 2)(5k 1)(5 3)(5k 4 1)

k k k

k k k

     

     
 

    5 ,C C   ជាពហុគុណនន5     (4)   
 បបើ 5 3 ,n k k    

បន្ទោះ 2( ) (5 3)(5 2)(5 4) (5 3) 1P n k k k k         

  
2

2

(5 3)(5 2)(5 4)(25 30 10)

5(5 3)(5 2)(5 4)(5 6 2)

k k k k k

k k k k k

     

     
 

  5 ,D D  ជាពហុគុណនន5   (5)   
 បបើ 5 4 ,n k k    

បន្ទោះ 2( ) (5 4)(5 3)(5 5) (5 4) 1P n k k k k         

  25(5 4)(5 3)( 1) (5 4) 1k k k k          
  5 ,E E  ជាពហុគុណនន5   (6)  

តាល (2),(3),(4),(5) នងិ (6)  

 ន្ទឱំ្យ ( )P n ជាពហុគុណនន5  (8)   
តាល (1)  នងិ (8)   
ដបូចនោះ    5n n  ជាពហុគុណនន30   

 

 II. រកតនលៃតូចបំផុត នងិ ធំបំផុតននអនគុលន៍ ( )f x   
របបៀបទី១ 

បយើងមាន 4 4( ) sin sin cos cosf x x x x x    

 
 

2 2 2 2 2

2

2

2

(sin cos ) 2sin cos sin cos

1 1
1 sin 2 sin 2

2 2

1
sin 2 sin 2 2

2

9 1 1
sin 2

8 2 2

x x x x x x

x x

x x

x

   

  

   

 
   

 

 

  រកតនលៃតូចបំផុត 

បដាយ 
2

1 9
sin 2 1 sin 2

2 4
x x

 
    

 
  

ដបូចនោះ តូចបំផុតគ ឺ min 0f    
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  រកតនលៃធំបំផុត 

បដាយ 
2 2

1 1 1
sin 2 0 sin 2 0

4 2 4
x x

   
        

   
 

9 1 1
sin 2 0
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 
    

 
 

ដបូចនោះ តនលៃធំបំផុតគឺ
max

9

8
f    

 

របបៀបទី២ 

បយើងមាន 4 4( ) sin sin cos cosf x x x x x    

 
2 2 2 2 2
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1 sin 2 sin 2
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តាង sin 2 , 1 1t x t      

បយើងបាន 21 1
( ) ( ) 1

2 2
f x g t t t      
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t t
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   

  

 

បដាយ  
1 1

( ) 0 , 1,1
2 2

t t        

  
29 1 1 9

( )
8 2 2 8

9
( )

8

t

g t

   

 

 

បន្ទោះ តនលៃធំបំផុតនន ( )g t  គឺ max

9 9
( )

8 8
f x    

លយ៉ា ងបទៀត បដាយ 1t   បន្ទោះ
2

21 1 9
( ) 1

2 2 4
t

 
    

 
 

21 1 9
( )

2 2 8
t   

 
29 1 1

( ) 0
8 2 2

t     

បន្ទោះ តនលៃតូចបំផុតនន ( )g t  គឺ0  min ( ) 0f x    
ដបូចនោះ តនលៃតូចបំផុត នងិ ធំបំផុតនន ( )f x  គៈឺ 

 min max

9
0 ,

8
f f   

 

របបៀបទី៣ 

បយើងមាន 4 4( ) sin sin cos cosf x x x x x    

 
2 2 2 2 2

2

(sin cos ) 2sin cos sin cos

1 1
1 sin 2 sin 2

2 2

x x x x x x

x x

   

  

 

តាង sin 2 , 1 1t x t      

បយើងបាន 21 1
( ) ( ) 1

2 2
f x g t t t     

           1
( )

2
g t t     

    1 1
( ) 0 0

2 2
g t t t           

បហើយ 1 1t     បន្ទោះ 
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1 1
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តាលតារាងអបថរភាព បយើងបឃើញថាៈ 

  អនគុលន៍g   បកើនបលើចបន្ទៃ ោះ 1
1,

2

 
  
 

  

 អនគុលន៍g   ចុោះបលើចបន្ទៃ ោះ 1
,1

2

 
 
 

  

បហើយ   min ( ) 0g t    នងិ max

9
( )

8
g t    

ដបូចនោះ តនលៃតូចបំផុត នងិ ធំបំផុតនន ( )f x  គៈឺ 

 min max

9
0 ,

8
f f   

 

III.ក. បង្ហា ញថា 5555 33333333 5555  ចចកដាច់នងឹ 4   
  បយើងមាន 3333 1 (mod4)   
       5555 55553333 1 1 (mod 4)    

បហើយ 5555 3 1 (mod4)     
     3333 33335555 ( 1) 1 (mod4)      

បយើងបាន 5555 33333333 5555 1 1 0 (mod4)     

ដបូចនោះ 5555 33333333 5555  ចចកដាច់នងឹ 4  
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របបៀបទី២ 

   5555 3333 5555 33333333 5555 3333 1 5555 1      

   

(3333 1) (5555 1) , ,

3332 5556

4(833 1389 )

4 , (833 1389 )

M N M N

M N

M N

Q Q M N

      

 

 

    

 

ដបូចនោះ 5555 33333333 5555  ចចកដាច់នងឹ 4  

 

ខ. កំណត់សំណល់វធិចីចកចបបអឺគៃតីនន
2( 1514)mn n   នងឹ 2015  

បគដងឹថាចំននួm ចចកដាច់នងឹ 2015បានសំណល់5   
បហើយចំននួ n  ចចកនងឹ 2015បានសំណល់ 20  

បន្ទោះ  
2015 5

, ( , )
2015 20

m p
m n

n q

 


 
  

(2015 5)(2015 20)mn p q   

 

         
2(2015) 2015 20 2015 5 100pq p q       

នងិ 2 2 2 2
(2015 20) (2015) 2015 40 400n q q q       

បយើងបាន : 
2 2

2 2

1514 (2015) 2015 20 2015 5 100

(2015) 2015 40 400 1514

mn n pq p q

q q

      

   
2

2015(2015 20 5 2015 40 ) 2014

2015 2014

pq p q q q

r

     

 
 

ចដល 22015 20 5 2015 40r pq p q q q        
 

ដបូចនោះ  សំណល់វធិចីចកចបបអឺគៃតីនន 2( 1514)mn n    
  នងឹ2015  គ ឺ 2014   
 

របបៀបទី២    តាល Congruence  modulo 

បគដងឹថាចំននួm ចចកដាច់នងឹ 2015បានសំណល់5   
បហើយចំននួ n  ចចកនងឹ 2015បានសំណល់ 20  

បន្ទោះ  
2015 5

, ( , )
2015 20

m p
m n

n q

 


 
  

    5 (mod 2015)

20 (mod 2015)

m

n


 


  

    
2 2

5 20 100 (mod 2015)

20 400 (mod 2015)

mn

n

  
 

 
  

បយើងបានៈ 
 2 1514 100 400 1514 (mod2015)mn n       

2 1514 2014 (mod2015)mn n   

 

2 1514 2015 2014 ,mn n r r       
 

ដបូចនោះ  សំណល់វធិចីចកចបបអឺគៃតីនន 2( 1514)mn n    
  នងឹ2015  គ ឺ 2014   
 

 

IV. បដាោះ្ាយ្បពន័ធសលីការៈ 

 

1
3 1 2

( )
1

7 1 4 2

x
x y

I

y
x y

  
   

  


      

  

្បពន័ធសលីការមានចបលៃ ើយកាលណា 3 0

7 0

x

y





  

    0 0x y     
របបៀបទី១ 

្បពន័ធសលីការ ( )I  សលលូលនងឹៈ 

  

1 2
1 (1)

3

1 4 2
1 (2)

7

x y x

x y y


  


  
 

 

យក (1) (2)  បយើងបានៈ 

 2 4 2 1 2 2
2 1 (3)

3 7 3 7x x x y
    

 យក (1) (2)  បយើងបានៈ 

  2 2 4 2 1 2 2 1
(4)

3 7 3 7x y x yx y x y
    

 

 តាល (3)  នងិ (4)  បយើងបាន្បពន័ធសលីការៈ 

  

1 2 2
1 (3)

3 7

1 2 2 1
(4)

3 7

x y

x yx y


 





 
   

 

បូកអងគ នងឹ អងគននសលីការទំងពរី បយើងបានៈ 

  

2 2

2 2

1 2 2 1 2 2 1

3 7 3 7

1 8 1

3 7

7 ( ) 24 ( ) 21

7 7 24 24 21

7 38 24 0

x yx y x y

x y x y

y x y x x y xy

xy y x xy xy

y xy x

  
    

     

 


   

   

  
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2 27 42 4 24 0

7 ( 6 ) 4 ( 6 ) 0

( 6 )(7 4 ) 0 (5)

y xy xy x

y y x x y x

y x y x

   

   

  

 

បដាយ 0 , 0x y  7 4 0y x      
បន្ទោះ សលីការ ( ) 6 0y x     6 (6)y x   

យក 6y x  ជួ្សកនុងសលីការ (3)  បយើងបានៈ 

      1 2 2
1

3 7 6x x
 


 

 

1 4 2 8
1

3 423 14

1 1 4 2 4
1

3 213 14

1 4 2 4 11 4 7

3 21 213 14

x xx

x

x

   

 
     

 


    

 

យកតនលៃ x  ជួ្សកនុងសលីការ (6)   

 11 4 7 22 8 7
6

21 7
y

 
     

ដបូចនោះ ្បពន័ធសលីការមានគូចបលៃ ើយ  

 11 4 7 22 8 7
,

21 7
x y

  
   

 
  

 

របបៀបទី២ 

្បពន័ធសលីការ ( )I  សលលូល

1 2 3
1

3

1 4 14
1

7

x
x y

y
x y

  
   

  


 
    

 

តាង 2 2, , , 0 , 0a x b y x a y b a b        

បន្ទោះ្បពន័ធសលីការបៅជាៈ 

  
2 2

2 2

1 2 3
1

3

1 4 14
1

7

a
a b

b
a b

  
   

  

 
    

  

តាង 2 2 2z a bi z a b       
បហើយ 22 2a b z z z      
បយើងបានៈ 

 2 2 2 2

1 1 2 3 4 14
1 1

3 7
a bi i

a b a b

   
       

    
 

 
2 2

2 3 4 14

3 7

a bi
a bi i

a b


    



 

 

2

2 3 4 14

3 7

1 2 3 4 14

3 7

3 2 14
2 1 0

3 7

z
z i

z z

z i
z

z i z

   


   

 
      

 

 

 
2

3 2 14
1

3 7
i

 
     

 
 

    
1 4 42 8

1
3 21 7

38 4 42

21 21

i

i

   


 

 

        
38 4 42

21 21
i


    

    2
2

21
i

 
   

 
 

បយើងបាន 3 2 14 2
2

3 7 21
z i i

   
          

  

   
3 2 21 2 14

2
3 21 7

z i
   

         
   

 

ប៉ាុននៃ z a bi    បហើយ 0 , 0a b   

បយើងទញបាន 3 2 21 2 14
, 2

3 21 7
a b     

បដាយ 2 2,x a y b    បយើងបានៈ 

  

2

2

3 2 21 11 4 7

3 21 21

2 14 22 8 7
2

7 7

x

y

  
    
 

  
    
 

 

ដបូចនោះ ្បពន័ធសលីការមានគូចបលៃ ើយ  

 11 4 7 22 8 7
,

21 7
x y

  
   

 
 

 

V. រក្គប់អនគុលនន៍នចំនួនពតិ :f  បផទៀងផ្ទទ ត់     

     
( ) ( )

( )
f x f y

f xy
x y





 ចដល , , 0x y x y    

 ជំ្នសួ 1y   កនុង ( ) ( )
( ) ( )

f x f y
f xy

x y


 


 

  ( ) (1)
( )

1

f x f
f x

x


 


  

  ( ) ( ) ( ) (1)

( ) (1) ( )

x f x f x f x f

x f x f

    

   
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- បបើ 0 0 (0) (1) (1) 0x f f f       

ជំ្នសួ 3 , 0x y   កនុង ( )  បយើងបានៈ 

 

(3) (0)
(0)

3 0

3 (0) (3) (0)

2 (0) (3) 0 (0) 0

f f
f

f f f

f f f






 

   

  

ជំ្នសួ 1, 0x y    កនុង ( )  បយើងបានៈ 

 

( 1) (0)
(0)

1 0

(0) ( 1) (0)

2 (0) ( 1)

2 0 ( 1) ( 1) 0

f f
f

f f f

f f

f f

 


 

   

  

      

  

ដបូចនោះ ចំប ោះ្គប់ចំននួពតិ x  បយើងបាន ( ) 0f x    
 

 

VI. បង្ហា ញថា AP BQ CR BC CA AB      

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

កនៃោះបន្ទទ ត់ពុោះកនុងននលំុ ,A B   នងិ C  នន្តបីកាណ
ABC  កាត់រងវង់ចារកឹប្ៅ្តបីកាណ ABC  ្តង់ចំណុច

,P Q  នងិ R  បរៀងគ្នន  បន្ទោះ ABQ CBQ    
        AQ CQ    
តាល្ទឹសៃីបទកូសុីនសុកនុង ABQ នងិ BCQ បយើងបាន៖ 

 
2 2 2

2 2 2 2

2 cos (1)

2 cos (2)

AQ AB BQ AB BQ ABQ

CQ BC BQ BC BQ CBQ

     

     
  

យក (1) (2)  បយើងបាន: 

2 2 2 2 2 ( ) cos ABQAQ CQ AB BC BQ AB BC       

 
 

( )( ) 2 ( ) cos

( )( 2 cos )

AB BC AB BC BQ AB BC ABQ

AB BC AB BC BQ ABQ

       

     
 

ចត AQ CQ  

 
2 2 2 2 0 (3)AQ CQ AQ CQ      

បយើងបាន ( )( 2 cos ) 0AB BC AB BC BQ ABQ       

  ( )( 2 cos ) 0 (4)AB BC AB BC BQ ABQ       

  បបើ 0AB BC AB BC      

បន្ទោះ ABC  ជា្តបីកាណសលបាតកំពូល B   
បន្ទោះBQ  ជាអងកត់ផចតិរងវង់ 

  2 2AB BC AB BQ      
 បបើ 0AB BC AB BC     
បន្ទោះ (4) 2 s  0coAB BC BQ ABQ      
 2 cos AB BC BQ ABQ     

បដាយ cos 2 cos  1   2BQABQ ABQ BQ     

   2AB BC BQ    

បយើងទញបាន 2 (5)AB BC BQ    

្ាយតាលរបបៀបដចូគ្នន ចដរ បយើងបានៈ 

 2 (6)

2 (7)

AB CA AP

BC CA CR

 

 
  

យក (5) (6) (7)   បយើងបានៈ 
 2( ) 2( )AB BC CA BQ AP CR       
 AP BQ CR BC AB CA       

ដបូចនោះ AP BQ CR BC AB CA      
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